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FOREWORD 


《大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 )) 一 书 是 由 清华 大 学 出 版 社 出 版 的 应 用 型 高 校 教 
材 , 体 现 了 数学 教学 应 遵循 的 “以 应 用 为 目的 ,以 必需 、 够 用 为 度 ” 的 原则 ,强化 数学 的 应 用 
功能 。 为 帮助 读者 理解 消化 和 复习 (大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 )) 的 内 容 , 培 养 学 生 
良好 的 科学 思维 习惯 及 实际 应 用 能 力 ,我 们 编写 了 《大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 ) 学 习 
辅导 》。 

本 书 作为 (大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 )) 的 配套 教材 ,以 应 用 、 实 用 和 适用 为 基本 
原则 ,以 淡化 理论 并 突出 实践 为 指导 思想 。 在 编写 中 结合 应 用 型 本 科 和 高 职高 专 的 教学 
特点 ,对 比较 烦琐 的 定理 .公式 的 推导 及 证 明 尽 可 能 只 给 出 结果 或 简单 直观 地 给 出 几何 说 
明 ,而 解 题 的 过 程 尽 可 能 做 到 深入 浅 出 ,力求 具有 一 定 的 启发 性 和 应 用 性 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,编者 参考 了 大 量 的 同类 图 书 , 特 别 是 参考 了 一 些 典 型 例题 和 习 
题 ,它们 是 各 位 老师 的 教学 经 验 积 累 ,对 本 书 中 例题 和 习题 的 编写 起 到 了 很 大 的 帮助 作 
用 ,特此 说 明 并 致谢 。 本 书 中 有 的 章节 有 加 * * ”的 内 容 , 属 于 附加 内 容 , 供 有 此 需求 的 专 
业 选 用 。 

本 书 由 闽南 理工 学 院 韩 建 玲 和 曾 健 民 主编 。 在 本 书 的 编写 过 程 中 ,得 到 了 闽南 理工 
学 院 领 导 的 具体 指导 ,以 及 许多 教师 的 协助 .在 此 表示 衷心 的 感谢 ! 

由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 足 之 处 , 敬 请 有 关 专 家 、 学 者 及 使 用 本 书 的 师 生 批 
评 、 指 正 , 以 帮助 我 们 不 断 改进 。 


编 者 
2019 年 6 月 
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行 列 式 


1.1 基本 要 求 


(1) 了 解 全 排列 .逆序 与 逆序 数 . 奇 排列 与 偶 排列 、 对 换 的 概念 。 

(2) 理解 n 阶 行列 式 的 定义 ,并 会 用 行列 式 定义 计算 某 些 特殊 的 行列 式 ; 掌握 二 、 
三 、 四 阶 行列 式 的 计算 方法 。 

(3) 理解 行列 式 的 性 质 ; 掌握 利用 行列 式 的 性 质 及 按 行 ( 列 ) 展 开 性 质 计算 行列 式 的 
方法 ; 会 计算 简单 的 阶 行列 式 。 

(4) 理解 克 菜 姆 (Cramer) 法 则 ,会 用 克 莱 姆 法 则 求解 简单 的 线性 方程 组 。 


1.2 内容 提要 


1. 行列 式 的 定义 
п 阶 行列 式 记 作 


ап а ау 
аа аю ** аһ 
ETE 
Bals 5 "|= D (лау ay, anj, 


аа ав *"* аы 
Жир. jarja 为 自然 数 1,2,…,n їй—А НЕЙ Сл js…j,) 为 这 个 排列 的 逆序 数 , 求 和 
符号 У) 表示 对 列 标 构成 的 所 有 的 RHEI ja jeja RA 


п 阶 行列 式 D 中 所 含 的 n? 个 数 称 为 D 的 元 素 , 位 于 第 i 行 第 j 列 的 元 素 ay RA D 
的 Qi, jI. 
二 阶 和 三 阶 行 列 式 的 计算 适用 对 角 线 法 则 。 
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2. 行列 式 的 性 质 


(1) 行列 式 卫 与 它 的 转 置 行列 式 D7 相等 。 即 р=рт. 

(2) 交换 行列 式 中 两 行 ( 列 ) 的 位 置 ,行列 式 的 值 变 号 。 

推论 ”如 果 行 列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 相 同 , 则 行列 式 等 于 零 。 

(3) 用 数 & 乘 以 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) ,其 结果 等 于 用 数 & 乘 以 原 行列 式 。 

推论 1 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 元 素 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 外 面 。 

推论 2 如 果 行 列 式 中 一 行 ( 列 ) 的 元 素 都 为 零 , 则 该 行列 式 为 零 。 

推论 3 如 果 行 列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 成 比例 , 则 该 行列 式 为 零 。 

(4) 如 果 行 列 式 D 中 某 一 行 ( 列 ) 的 每 个 元 素 都 可 以 写成 两 个 数 的 和 , 则 此 行列 式 可 
以 写成 两 个 行列 式 的 和 , 即 


ап а ad Ain ап аш ** аһ аһ аш ** аһ 
antba az 十 ba * am +bu|= |an az … а, |+ |Б Бш * бы 
йа аг Ба Ann йа ам 5 ам ад аг t Am 


(5) 将 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 乘 以 数 上 后 ,加 到 另 一 行 ( 列 ) 对 应 位 置 的 元 
素 上 ,行列 式 的 值 不 变 。 


3. 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 


(1) 在 nn 阶 行列 式 中 , 划 去 元 素 a; 所 在 的 第 i 行 、 第 j 列 后 , 剩 下 的 元 素 按 原来 次 序 
组 成 的 n 一 1 阶 行列 式 , 称 为 元 素 aj 的 余子 式 , 记 为 Mi ; 令 Aj = (CDM; , 称 Ai 为 元 
Ж а» 的 代数 余子 式 。 
(2) nn 阶 行列 式 D 等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 分 别 与 其 所 对 应 的 代数 余子 式 乘 积 
之 和 , 即 可 以 按 第 i 行 展 开 : 
D = аһАа + авАв +: Ба,А (ї=1,2,+›п) 
或 者 按 第 j 列 展开 : 
D = ауАу 十 ashx 十 …… 十 avAw (=1,2;°,n) 
(3) n 阶 行列 式 D 的 某 一 行 ( 列 ) 中 的 元 素 与 男 外 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 代数 余子 式 乘 
积 之 和 等 于 零 , 即 


алАһ +авАв + Ба,Аһ =0 Gi) 
或 а Ау аА + Ба А =0 GEG) 


4. 一 些 常用 的 行列 式 
(1) 上 、 下 三 角形 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 , 即 


аһ ар ам an 
аз ** ам аа а 
р = . + = . . * = Ca1Q22 "dn 
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V 
Ж 未 写 出 的 元 素 均 为 零 ,下 同 。 
(2) 对 角形 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 , 即 
an 
“a = (— DD P ayaz" an = QilQz22 Ann 
Amn 
an ар * аһ bu бв © бы 
... У b. b. ee bom 
буын = = "ы ш ж = жыш 
Am An ам bmi бы блы 
ац а бф * 0 
ам аһ 0 0 
= р, 
сп com bn bim 
Cmi ** сы бы ** Onm 
5. 克 莱 姆 法 则 


对 于 含有 个 未 知 数 的 线性 方程 组 


ап + аш; +e + antn bi 
алх Hanar: - + ant, = bz 
аах Fanz + Бах, = bn 


ЧЕГИН ЕЛҮЙ ЖОЙ ,bs ，… ,6, 不 全 为 零 时 , 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 ; 当 方 
程 组 中 右 端 的 常数 项 b =b =+ =b, =0 时 , 称 为 齐 次 线性 方程 组 。 

01) 如 果 上 述 方程 组 的 系数 行列 式 D 取 0, 那 么 它 有 唯一 解 : =G 2n). 
其 中 ,D; (二 1,2,…,n) 为 用 方程 组 右 端 的 常数 项 ,0,,… ,0b, 分 别 蔡 换 系数 行列 式 D 中 
的 第 j IER aysay o say IE n 阶 行列 式 。 

(2) 如 果 上 述 方程 组 无 解 或 有 两 个 不 同 的 解 ,那么 它 的 系数 行列 式 D==0。 

(3) 如 果 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 D 取 0, 那么 它 只 有 零 解 ; 如 果 齐 次 线性 方程 
组 有 非 零 解 ,那么 它 的 系数 行列 式 必定 等 于 零 。 


1.3 学 习 要 点 


本 章 重 点 是 行列 式 的 计算 。 掌 握 二 三、 四 阶 行列 式 的 计算 方法 ; 理解 n 阶 行列 式 的 
定义 ; 理解 行列 式 的 性 质 ,掌握 利用 行列 式 的 性 质 及 按 行 ( 列 ) 展 开 性 质 计算 行列 式 的 方 
法 ; 会 计算 简单 的 阶 行列 式 ; 理解 克 莱 姆 法 则 ,会 用 克 莱 姆 法 则 求解 简单 的 线性 方 
程 组 。 
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1.4 例题 增补 


а b c d 
а а+ь а+ь+с а+ь+с+а 
а 2atb 3a+2b+c 4a+3b+2c+d |° 
a За+Ь 6a+3b+c 10а+6Ь+3с+4 
分 析 要 计算 这 个 四 阶 行列 式 , 可 以 从 最 后 一 行 起 ,各 行 减 去 上 一 行 , 则 第 1 列 的 元 
素 除 第 1 个 外 ,全 转换 为 零 。 第 2 列 的 元 素 除 第 1 个 外 ,全 转换 为 a。 然后 用 同样 的 方法 
进行 计算 ,可 将 行列 式 转换 为 上 三 角形 行列 式 再 进行 计算 。 


例 1-1 计算 行列 式 P, 一 


а b c d 
© а atb а+%+с а+ь+с+а 
ја 2a+b 3a+2b+c 4a+3b+2c+d 
a 3a+b 6a 十 30 十 c 10a+6b+3c+d 
a b є а 
74 — Рз 
0 а +b а-+{6&+4с 
а Жш] 
0 а 2a 十 3a 十 20 十 c 
oa За+ь 6a 十 35 十 c 
a b c d 
rı—r;|0 a a+b a+b+c 
тз —r:|0 0 a 2a +b 
0 0 a 3a +b 
a b c d 
0 a a+b a+b+c 4 
т — 3 = а 
一 一 一 | 人 0 а 2a +b 
0 0 0 a 
1 2 2 2 
2 2 2 
例 1-2 计算 ” 阶 行列 式 D,=|2 2 3 2 | n2). 
2 2 2 œ н 


分 析 此 行列 式 的 特点 是 : 除了 主 对 角 线 元 素 外 ,其 余 元 素 都 相同 , 故 可 以 从 第 2 行 
起 ,各 行 减 去 第 1 行 ,这 样 行列 式 可 转换 为 


1 2 2 

t © о 0 
0, = |1 0 1 0 

1 Ж О = жй 


因 第 2 列 元 素 只 剩 一 个 非 零 元 , 故 按 第 2 列 展开 ,行列 式 即 可 转换 为 上 三 角形 行列 
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式 , 即 
1 0 0 = 0 
1 1 0 + 0 
D= FRH Е 5 。 |=—2(n— 2)! 
1 0 u п— 2 
аз Gb 小 


di a 0 с 0 
“ 例 1-3 计算 行列 式 Dsn=|d O а, … 0 | (аа а,50). 
d 0 0 зе а, 
分 析 因为 D,+: 主 对 角 线 上 的 元 素 非 零 , 可 利用 行列 式 性 质 将 第 1 列 除 第 1 个 元 素 
外 的 其 他 元 素 转换 为 零 ,把 行列 式 转换 为 上 三 角形 行列 式 , 从 而 可 计算 出 行列 式 的 值 。 


aD 202 bi ba + b 
j=1 Qj 


dj- 
0 a 0 … 0 ( я а.) 
= |а, — TL Jajaran 
0 0 а +. 0 ý 2; а; Р? 
0 0 ПО + а, 


Ж 本 例 中 的 行列 式 常 称 为 “ 爪 形 ”行列 式 , 即 非 零 元 素 在 爪 形 三 线段 上 ,三 线段 以 外 
的 元 素 均 为 零 。 这 类 行列 式 常用 的 计算 方法 是 把 它 转换 为 三 角形 行列 式 。 
тут T2 T3 ыга Tn 
Tı тт T3 ы Tn 


“ 例 1-4 计算 行列 式 D, 二 | л, Ze Go e 


Tı T2 T3 мє „эл 
分 析 ”该 行列 式 的 特点 是 各 行 ( 列 ) 的 元 素 之 和 相同 , 且 各 列 除 主 对 角 线 上 的 元 素 外 
均 相 同 。 可 考虑 下 面 的 方法 求解 。 
解 解法 1 从 第 2 列 起 将 各 列 加 到 第 1 列 ,然后 从 第 2 行 起 各 行 加 上 第 1 行 的 
一 1 倍 , 得 


У); —m ® =m хз б, 
=1 

D, = |" 
У) т T kpi #% 21 
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v- 
D хт 22 Е 
=1 
0 — т 0 0 
= 0 0 —m 0 
0 0 0 se =p 


( 5а =") т)" 
«= шеше So =m) 


解法 2 ”把 行列 式 的 第 1 行 乘 以 一 1 后 ,分 别 加 到 第 2,3,…,n 行 ,然后 依次 将 第 2， 
3,… sn 列 加 到 第 1 列 ,得 


лт 2; 23 х. 
т = т 0 0 
р, = т Q {= 0 
т 0 0 ө — 
>) Ti 一 711 TX T3 Tn 
i=l 
0 —т 0 0 
Е 0 0 = т 0 
0 0 0 — т 


( Ха т) т" 
= (一 рти (а =") 


атр ** йм 0 =. 0 


例 1-5 设 D=| И Е И w 
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V 
an аш ам bu bz bim 
р,= аһ аз аз з= "я 5» bom 
am аг ам bm бы бы 
证 明 р=р,р,. 


分 析 “学习 本 例 ,应 注重 它 的 结果 ,以 后 常 要 用 到 此 类 结果 。 用 后 面 矩 阵 的 语言 来 叙 
述 ,此 结果 是 


PETITI 
B A: 
证 明 и. 
例 1-6 当 上 为 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 
Rrl 十 Zi 一 0 
xı +222 — x, = 0 
(А+ 2) — х Fir 0 
221 十 zz 十 3zs 十 rt 一 0 
有 非 零 解 ? 


分 析 “ 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ,那么 它 的 系数 行列 式 D 二 0。 此 方程 组 的 系数 行列 
式 为 


k 00 1 
АЕ 2 0 =i 
1+2 —1 0 4 
2 13 k 


注意 系数 行列 式 的 第 3 列 元 素 只 有 一 个 非 零 元 , 故 按 第 3 列 展开 ,逐次 降 阶 ,可 求 得 D= 
15(k—1).  0р=0, #18 k=l. 


1.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


习题 1-1 


1. 按 自然 数 从 小 到 大 为 标准 次 序 , 求 下 列 各 排列 的 逆序 数 。 
(3) 13--- (20 —1)24---2п 
解 ”t[13…(2n 一 1)24…2n] 二 0 十 0 十 … 十 0 十 (xn 一 1) 十 (n 一 2) 十 … 十 0 


Stn 


(4) 13- (2n—1) (2n) (2n—2) -2 
解 r[13…(27 一 1)(27)(22 一 2)…2] 一 0 十 0 十 … 十 0 十 0 十 2 十 … 十 (2 一 2) 
=п(п— 1) 
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要 


2. 确定 以 下 9 级 排列 的 逆序 数 , 从 而 确定 它们 的 奇偶 性 。 
(1) 134782695 


fÆ (134782695) 二 10, 此 排列 为 偶 排 列 。 
(2) 217986354 


fÆ (217986354) 二 18, 此 排列 为 偶 排 列 。 
(3) 987654321 


fÆ (987654321) 二 36, 此 排列 为 偶 排 列 。 
习题 1-3 
确定 6 阶 行列 式 中 以 下 各 乘积 的 符号 。 


(1) assaslaizQs6Ql4Q65 


解 азазававацав =азуйузазза аваз 


因为 r(342165) 王 0 十 0 十 2 十 3 十 0 十 1 一 6, 所 以 аззаззаазавам ass HJ NI T Л УТЕ у o 


(2) aslalsQsazQ55Q6e4Q46 


解 aaatsaszassastQis 一 aalQazQlaQ6tQs5Qis 


因为 r(231654) 王 0 十 0 十 2 十 0 十 1 十 2 一 5, 所 以 aaaisaazaisastase 的 前 面 应 带 负 号 。 


习题 1-4 
1. 用 行列 式 的 性 质 计算 下 列 行列 式 。 
4124 
120 2 
(5) 
0 5 2 0 
CEL? 
4124 4 —1 2 一 10 
i 20 | аа | % 0 2 
解 = =1x(=D*| 1 
10 5 2 o| ema |10 3 2 一 14 ks 
att 0 от о 
4 —1 10 9 9 10 
cz 十 ca 
=|ї% @ 2 0 0 —2|=0 
atte 
10 | es |17 17 ы 
2 141 
3 -1 2 1 
(6) 
її їй 
5 062 
® iSi 2 140 © iwa 
к? 12 ezf # 2 na 3 —1 2 2 
1 232 2 зо 多 370 
= jag 5 02? 2 4 0 
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2. 计算 下 列 行列 式 。 


г, 11. Ж 
(2) tatg 
| 
E E E 
9 1 1 Д “i у: 如 有 了 й 
13112 вл 1 1 ЗЛ 1 0 
解 一 6 =48 
113 1 ае |6 131 1 2168 1 0 
Te 13 65118 Irala 2 
“3. 证 明 题 。 
az 十 by ay 十 bz az+bx х yz 
(2) | ay 十 bz az 十 bz ax+by|=(a@°+b)|y z x 
ax 十 pr ах Ьу ay 十 bx zzy 
x ay 十 bz az 十 Dr у ay 十 bz az 十 Dr 
证 明 20 =а |у as 十 br az 十 by| 十 | = ax 十 br ax+by 
z ar 十 by ay 十 bx х ar 十 by ay 十 bx 
х aytbz z у z az 十 Dr 
=а? |у ax 十 pz х|+0+0+Ь |= x ax+by 
z QZ 十 py y х у ay 十 bx 
z у z у ж = х yz zyz 
=а|у z х|+Ё|= z у|=а|у z х|+(—1)%Ё|у z хт 
2 2 у zyz = х= у 2 ЖЕ 
х у z 
=(а +) |у z x| =W 
= х у 
证 毕 。 
a FD fetay tyr 
(з) Ww (+1): (6+2) (+3)? i 
© te CrO CRY 
а WiP GF (а+3)° 
BD Qt (а+3) а 2а+1 4а+4 ба+9 
证 明 左边 二 не mA д aa” 2b+1 4b+4 6+9 
ё +0с+1) GFO (3) aa č 2+1 4c 十 4 6с+9 
а аба) (dt2y (at3y| |d 2d+1 4d+4 6d+9 
а а 4a 二 4 6a 十 9 a 1 4a 十 4 6a 十 9 
=2 b b 40 十 4 60 十 9 4 bè 1 4b+4 6b+9 
d c 4с+4 6с+9 с 1 4c 二 4 6c+9 
а а 4d+4 6d+9 а 1 4d+4 6d 十 9 
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sa 
dogot a 1 4a ба 
лове o b a gl | 1 æ el 
第 二 项 ce 一 0 © с 4 9 Ы с 1 4с 66 = 
а? d 4 9 а 1 4d 64 
证 毕 。 
1 1 1 
а & е а 
(4) "ме g (а—6) (а—с) (а) 6—с) 6—4) (с-а) (а+ь+с+а) 
a р d 4 
1 0 0 0 
а-а |а b—a ёа ma 
WR 28 am |а? BB с —а? 4—а? 
ATE ai g аа 125—8 
b—a =н d—a 
=j 2"! b а? с? а? а? а? 
БСБ а?) с (с —а?) Ф (а —а?) 
1 1 1 
(b—a)(c—a)(d—a)| b+a с+а а+а 
CETA Feta data 
(ba) (c—a)(d—a) 
сс 
1 0 0 
х 0 十 a cý d—b 


b (bta) c(ctHa)—b (+а) d’(d+a)— b (b+a) 
(b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—b) 
к G O 1 1 
teetti +аСс+ь) (а +64 tb +аса+ь) 
(а=) (ас) (а= 4) 0—с) 0—4) с 4) (а+ь+с+а) 


证 毕 。 
cos2a соза sin'a 
(5) | cos28 cos:B вї?°8|=0 


соѕ2у cos27y sin’y 


cos2a cosia sinza cosza 一 sinza соза sin’a 
证 明 左边 = | cos28 cos’ß ѕіп В | = | cos28 一 sin28 cosh sin’B 
cos27 cos2y sin?y cos27y 一 sin2y cos2y sin27 


соѕа cosa sin'a 
соз В cosh sin28| 王 0 一 右边 


соѕ У соѕ у sin27 


cl 十 cs 


证 毕 。 
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习题 1-5 


1. 求 下 列 行列 式 的 值 。 
8 y х+у 
(4) у =х+у z 
+з 2 y 
# y ty 22+2у 2æF2y 2%-Р2ў 
解 у =+у = е y zty 工 
х+у = y х+у £ y 


1 
一 2(z 十 y)| y rty z 
© ру 


z =y '@ 


нњо њ 
њон 


в aom 
шон 
оъ» 一 
2 |> 
++ 
2 (2 
N o= 
-o 
om 
н но н 
= o m m 


2 
J 
он о - 
| 
= 


2—1 
О ys] 
= (2+2) X (一 1)1+3 |x 1 1 


=lat XKCD! 
所 以 zx! 一 4x? 二 0, 得 方程 的 解 为 


X12=0, Zzs=2, х,=—2 
“3. 计算 下 列 行列 式 (D, 为 n 阶 行列 式 )。 


х а а 


а ж а ж 


ые 
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ntn 1 1 
С nitri 
解 р, = с т 2 = Lataa] $ F 
” ”| ntn 
а а а а 
и 1 1 = 1 
њат 
= == [х+(п—1)а] Н ai 7 0 
= 0 0 — ж—а 
=[х+(=#—1)а](х—а)*7ї 
а" w= = (а—п)" 
аб Ma + ан) 
(2) р, = } 
а а—1 _н 
1 к» 1 
а" {а= анд” 
ЫК а {ба—в] 
Ж D,+ 一 
а а—1 amn 
1 so 1 
1 1 1 
a а) wss a—n 
matn 
=(—1) ? $ 
а yT a a 
а" (а—1)' -= (а—п)" 
ууа П ТВЕН 
са ж еке 1)— (а—1)] 
=p П с-ә= П сә 
о<г<у<я o<i<j<n 
1 2 3 п 
Ф © 8° п 
(3) р,=|1 2° F п? 


лд 27 8° == 17 
解 ” 每 列 提出 公 因数 1,2,…,n, 将 其 转换 为 范 德 蒙 行列 式 。 
тоа з= ая 1 1 1 
ШР В жесир 1 2 3 
р„=|1 2 3 +. 和 形 |=(zD| 1 2 3? 


1 2" f s т 1 gp gm 


=a). [I e-p= Шор 
k=1 


1<j<i<n 
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习题 1-6 


AMzl 十 zz 一 0 
2. 求 在 什么 条 件 下 ,方程 组 有 非 零 解 。 
Zi 十 Mzz 一 0 
解 ч D=0 m}, ДА —1=0 时 ,方程 组 非 零 解 。 即 4 二 1 或 4 二 一 1 时 ,方程 组 有 
非 零 解 。 


总 习题 1 
1. 选择 题 。 
(1) п 阶 行列 式 D=detla; ), 则 展开 式 中 项 aisazsaa4…ao-pranntp 的 符号 为 ( 
А. 一 В. + E Ci D. жп 
1 їй АЁ Ж 
В =2 ж# 
(2) 4 =0 ( Я 
方程 | е 的 根 为 
1 = 8 2 
А. 1,2,3 Б; 1.2.20 С: 0,1,2 0, 1„—=1,2 


(3) 已 知 齐 次 线性 方程 组 AMz 十 3y 一 = 一 0 仅 有 零 解 , 则 ( Ji 
一 y 十 Mz 一 
А. 450 且 431 В. А=0 R А=1 
С. А=0 D. 4=1 


нае 


让 二 二 二] 


(4) сазна 57 有 唯一 解 , 则 ( Я 


унг шш. 


А. А=0 В. А=—1 С. 452—1 D. А550 
2. 填空 题 。 
(1) 排列 (134782695) 的 道 序 数 为 
1 1 
2 2 
0) = Я Е 
3 — 3 == 
4 4 
(3) 已 知 四 阶 行列 式 D=3, 则 一 D 一 = 
й л ж? x? 
: =i 1 i =й А 
(4) р, = - 布 z i : 则 展开 式 中 zx? 项 的 系数 为 = _  。 


和 二 1 1 
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2и 
1. 2° З 
(5) р= |200 400 800| = 
о 1 4 
4 3 6 
(6) 设 D=|5 2 1|, 则 元 素 os 的 余子 式 Ms = ,代数 余子 式 
7 8 ® 
А» = 
2 а 5 
(7) 如 果 行 列 式 D= |1 一 4 3| 中 第 2 行 第 1 列 的 代数 余子 式 As = 5, W 
3 2 —1 
йез ° 
з. 判断 题 。 
(1) 交换 行列 式 的 两 行 ,行列 式 的 值 不 变 。 ( ) 
(2) р 为 三 阶 行列 式 , А уа, RARER, а Аа Баг А Баз Аз 一 0。 


{ ) 
(3) 上 、 下 三 角形 行列 式 与 对 角 行列 式 的 值 等 于 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 。 { › 
(4) 若非 齐 次 线性 方程 组 无 解 或 有 两 个 不 同 的 解 ,那么 其 系数 行列 式 不 等 于 零 。 


( ) 
(5) 若 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 0, 则 它 只 有 零 解 。 € Í 
4. 计算 题 。 
(1) 计算 下 列 行列 式 。 
з 2 1 а b c 
Ф |297 202 99 © | а ГА e 
$ =g $ b+c a+c a+b 
1+а 1 1 ï з о 40 
2 2+а 2 2 2.6. 22 
е 3 3 3+a 3 © 0 —7 оо 
4 4 4 4 十 a 5 3 —2 2 
(2) 求 满足 下 列 方程 的 实数 e, y, zo 
| ЖЕ Ж. ЖЕ. 
р= #1 0 0 =ï 
у 0 1 0 
«йй Ө 1 
(3) 求解 下 列 方程 。 
z+l 2 —1 
Ф| 2 xz+l 1 |=0 


= 1 х+1 
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V 
i i ф 1 
© 3 к) 记 21 0а, б. c 互 不 相等 ) 
027. Ш E 
(4) 计算 n ITIR. 
ӯ 0 0 0 
0 х у 0 0 
D, = 3 
0 0 0 z у 
у 0 0 0 z 
(5) 计算 n 阶 行列 式 。 
a 0 0 0 1 
о а p 0 0 
人 
0 0 0 а 0 
1 Фф U 0 а 
(6) 解 线性 方程 组 。 
221 хг — 5z; +r, = 8 
xı — 32: — бх; = 9 
222 — хз + 224 一 一 5 
ZI 十 4zz 一 7zs 十 6z = 0 
(7) 问 4 取 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 
(5 一 人 )z 十 2y 十 2z 王 0 
22+ (6—4А)у = 0 
22+ (4—А)= = 0 
有 非 零 解 ? 
答案 
1. M) D (2) B (3) A с 
2. (1) 10 (2) 24,24 (3) 3.3 (4) 一 4 
(5) 一 200 (6) — 26.26 (т) —5 
%@) х (2) \/ (3) V (4) х (5) V 
4.0) ©4 D (а+Ь+с) 6-а) (с—а) (с) 
© (а+10)а* Ф 336 


(2) 提示 : 这 是 一 个 “ 爪 形 ” 行 列 式 ,可 利用 行列 式 性 质 将 第 1 列 除 第 1 个 元 素 外 的 其 
他 元 素 转换 为 零 ,把 行列 式 转换 为 上 三 角形 行列 式 , 从 而 可 计算 出 行列 式 的 值 。 经 转换 得 
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v- 
2Z2 十 史 十 对 一 0, 解 得 
х= у= = = 0 


03) © 提示 : 2250 0243) (2—3), Н 77 REH М 
Tı By & Sis- 23 J3 

@ 注意 方程 左边 为 四 阶 范 德 蒙 行列 式 , 所 以 由 范 德 蒙 行列 式 的 结果 得 

(х—а)(ж—ФУ(ж—с)(а—6)(а—сХ&—с) = 0 

由 于 ae，20,，c 互 不 相等 ,所 以 方程 的 解 为 
др = а, х =, тз = с 

(4) 将 行列 式 按 第 1 列 展开 得 : О, 二 x" 十 (一 1)"+!y"。 
(5) 将 行列 式 按 最 后 一 行 展 开 得 : D, =a" —а" 7° =a"? (a° —1). 
(6) D=27#0,D, =81,D, 108, D; 27,0,=27. РЖ 


ту З ж Qs ж lọ а 1 
(7) 齐 次 线性 方程 组 要 有 非 零 解 ,那么 它 的 系数 行列 式 
5 一 A 2 2 
р 2 6—4 0 (5—4) (2—4) (8—4) = 0 


2 0 4—2 
故 4 二 2,5,8 时 ,所 给 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 。 


矩阵 与 线性 方程 组 


2.1 基本 要 求 


(1) 理解 矩阵 的 概念 ; 了 解 单位 矩阵 ,数量 矩 阵 、 对 角 和 矩阵 、 三 角 和 矩阵 、 对 称 和 矩阵 以 及 
它们 的 基本 性 质 。 
(2) 掌握 矩阵 的 线性 运算 ( 即 和 矩阵 的 加 法 及 矩阵 与 数 的 乘法 运算 )、 矩 阵 与 矩阵 的 乘 
法 矩阵 的 转 置 . 方 阵 的 行列 式 以 及 它们 的 运算 规律 。 
(3) 理解 可 道 和 矩阵 的 概念 ;， 理解 伴随 矩阵 的 概念 和 性 质 ; 掌握 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 ， 
会 用 伴随 矩阵 求 矩 阵 的 逆 和 矩阵 ; 掌握 可 逆 和 矩阵 的 性 质 。 
(4) 掌握 矩阵 的 初等 变换 及 其 用 矩阵 的 初等 变换 求 逆 矩阵 的 方法 ; 掌握 用 初等 行 变 
换 把 矩阵 转换 为 阶梯 形 和 行 简化 阶梯 形 ; 掌握 用 初等 行 变换 求 线性 方程 组 的 解 的 方法 。 
(5) 理解 矩阵 秩 的 概念 并 掌握 用 初等 行 变换 求 矩 阵 的 秩 的 方法 。 
“(6) 了 解 矩 阵 的 分 块 及 其 运算 规律 。 
(7) 理解 齐 次 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 ; 理解 非 齐 次 方程 组 无 解 有 唯一 解 、 有 无 
限 多 个 解 的 充 要 条 件 。 


2.2 ”内容 提要 


1. 定义 与 记号 


D 矩阵 的 定义 与 记号 

mX n FERE YEME A IR A mxn ОЕ Са ) wx 或 Ca ) „+ ОЕ Cay) Ж.а, 称 为 
矩阵 A 的 第 i 行 第 j IR. 

FRE WE 0,x,, 简 记 作 О. 

MERE ЕА = (ау) 

ХР РЕ ЛО Е diag[an ,az ,… am]。 
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单位 矩阵 , 记 作 工 ,或 E,. 简 记 作 1 或 E。 

2) 和 矩阵 初等 变换 的 记号 

矩阵 А 经 过 初等 行 变换 得 到 矩阵 下 ,通常 记 作 A 一 B, 一 般 AAB., Xi i,j 两 行 , 记 
WE лет, 第 i 行 乘 以 数 &, 记 作 7;Xk; 第 j 行 乘 以 数 & 加 到 第 i 行 , 记 作 ;十 kr;。 

ЖОЖ: А 经 过 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 吾 ， 则 称 和 矩阵 4 与 B 等 价 , 记 作 4 一 B( 或 
АВ). 


2. 矩阵 的 运算 及 运算 规律 


(1) 矩阵 的 加 法 满足 以 下 规律 。 

O 交换 律 : A+B=B+A 

© 结合 律 : (4 十 B) 十 C=A 十 (B 十 C) 

© 零 矩阵 满足 : 0 十 4 二 A 十 0 二 A 

Ф FEEN AWE: A 一 A 二 A 十 (一 A) 二 0 
(2) 矩阵 的 数 乘 运算 满足 以 下 规律 。 

Ф k(A+B)=kA +kB 

© (k+DA=kA+1A 

@ (kD)A=k(1A)=1(kA) 

@ 1А=А 

© оА=О 

(3) 和 矩阵 乘法 满足 以 下 运算 规律 。 

Ф (4B)C=A4(BC) 

© A(B+C)=AB+AC; (B+C)A=BA+CA 
@k(A4B) 二 (kA)B 一 A(kB), 其 中 为 常数 
@ IA 一 AI 王 A. 其 中 了 为 单位 矩阵 

© |АВ|=|А||В| 

Ж 敌阵 的 乘法 不 满足 交换 律 和 消去 律 。 
(4) 方 阵 的 寡 的 性 质 。 

Ф Añ А# =A th 

© (Аһ )# =Ah ‘№ 

(5) 矩阵 转 置 运算 的 性 质 。 

Ф ‹АТУТ=А 

© (4 十 B)T 一 4T 十 BT 

© (4B)T 一 BT4T 

Ф (kA)T 一 kAT, 其 中 上 为 常数 


3. ЖЕ 


(1) 定义 : HFN А, WREN K B, 使 得 
АВ = ВА = І 
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则 称 方 阵 A Уп ИЕ, В 称 为 A 的 道 矩 阵 , 记 作 A 
(2) FE А п] йе |А |50617 Е B, 使 得 AB 二 I 今 存在 方 阵 B, 使 得 BASI. 
(3) 道 和 矩阵 的 性 质 : 
O ЖА пуй, ША пй, НОА) =А. 
1 


© 车 A 可 道 , 数 4 了 0, 则 X44 TAD = 


© Ж А.В 为 同 阶 方 阵 且 均 可 逆 , 则 4B 也 可 首 , 目 (4B) !=В!АС!,„ 
Ф ЯТА пуй, АТ пуй, АСАТ) = (А71), 
1 


© ЯА ПЖ, WIA =T. 
(4) 伴随 矩阵 : 
ап аур Min 
ШАА | “^^ T “" асаа 的 代数 余子 式 , 则 矩阵 
йа Am аһ 
An Azn н Am 
Aiz А» л An 
4 一 Н Н Н 
А An А, 
称 为 4 的 伴随 矩阵 。 
伴随 矩阵 满足 : 
Ф ДА‘ =A* A=|AII 
А‘. 
© [А [520.0 A "=a 
4. 矩阵 的 秩 的 性 质 


(1) #А ут Хп ЖЕ. W СА) тіпт zz) 。 
(2) #7 r(A)=0, А =0. 

(3) E A 为 满 秩 方 阵 , 则 14| 天 0。 

(4) ЖА KIE, АА 1520. А 为 满 秩 方 阵 。 


(5) 若 4 ут Хп Е.А) =r. ДИЕТЕ Р.О. Pao=| .其 为 


1, 
о о 
т 阶 方 阵 ,Q 为 n 阶 方 阵 。 

(6) EA Уут Xn 和 矩阵 ,对 A 进行 初等 变换 , 则 矩阵 4 的 秩 不 变 , 且 当 P 了 为 m 阶 ,Q 为 
п пй у Ы.г(А)=г(РА)=г(АО)=г(РАО) 

(7) 设 4I 是 4 的 转 置 矩阵 , 则 РСА) = (АТ), 

(8) 设 4 可 道 ,r(4) 一 2, 则 г(А)=г(А !)=л,„ 

(9) А,В 为 同型 矩阵 , 则 АСА В) <А) +В). 
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е 
(10) А Ут Xs Ж.В H s Хп ЯЕ. 10] САВУ тіп СА). (В) ]. 
5. 分 块 矩阵 


用 一 些 横 线 和 竖 线 把 矩阵 分 成 若干 小 块 , 这 种 "操作 " 称 为 对 矩阵 进行 分 块 。 矩阵 分 
块 后 ,以 子 块 为 元 素 的 形式 上 的 矩阵 称 为 分 块 矩阵 。 分 块 年 阵 在 运算 时 ,可 以 把 每 个 小 块 
看 作 “ 数 "来 运算 。 


6. 线性 方程 组 的 解 


(1) 基本 定理 。 线 性 方程 组 4AX 一 久 有 解 的 充分 必要 条 件 为 系数 矩阵 的 秩 等 于 增 广 矩 
阵 的 秩 , 即 rx(4) 二 r(4 b), АЧА 4b)==n 时 有 唯一 解 。 当 rr(4 Б) п AERE 
个 解 。 

齐 次 线性 方程 组 AX=0 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 其 系数 矩阵 4 ЙК СА) п, 

D 4 m<n 时 , 齐 次 线性 方程 组 АХ=О 有 非 零 解 。 

© т=п 时, 齐 次 线性 方程 组 AX 二 O 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 它 的 系数 行列 式 
|А|=0„ 

(2) 求解 线性 方程 组 的 过 程 。 


2.3 学 习 要 点 


和 矩阵 是 线性 代数 研究 的 主要 对 象 ,也 是 线性 代数 讨论 问题 的 主要 工具 。 本 章 所 述 矩 
阵 的 概念 及 其 运算 都 是 最 基本 的 ,应 切实 掌握 。 和 矩阵 的 乘法 除 必须 熟练 掌握 外 ,还 必须 理 
解 它 不 满足 交换 律 及 消去 律 。 要 理解 逆 矩 阵 、 伴 随 矩 阵 的 概念 ,掌握 求 逆 矩 阵 的 方法 。 本 
章 还 介绍 了 矩阵 的 初等 变换 ,初等 矩阵 及 矩阵 的 行 阶梯 形 、 行 最 简 形 .标准 形 等 概念 ,并 引 
入 了 用 初等 变换 求 逆 矩阵 的 方法 。 了 解 矩 阵 按 行 按 列 分 块 的 运算 规则 ,对 于 利用 分 块 简 
化 矩阵 运算 的 技巧 则 不 必要 求 。 

和 矩阵 的 秩 是 矩阵 的 一 个 重要 指数 , 它 是 矩阵 在 初等 变换 下 的 不 变量 ,因此 在 初等 变换 
的 辅助 下 ,矩阵 的 我 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 对 算 阵 秩 的 性 质 也 要 有 所 了 解 , 以 增强 应 用 和 矩 
阵 的 秩 解决 问题 的 能 力 。 

线性 方程 组 的 理论 与 求解 方法 是 线性 代数 中 的 重要 内 容 之 一 ,一 定 要 切实 掌握 ,尤其 
要 重点 掌握 把 矩阵 转换 为 行 最 简 形 的 运算 以 及 根据 增 广 矩 阵 的 行 最 简 形 熟练 地 写 出 线性 
方程 组 的 通 解 ; 理解 矩阵 秩 的 概念 及 线性 方程 组 的 基本 定理 。 


2.4 例题 增补 


例 2-1 设 和 矩阵 
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WOK AB ЯП ВА. 

分 析 本 例 的 意义 已 超出 单纯 的 计算 ,而 是 说 明 : 四 矩阵 乘法 不 一 定 满足 交换 律 , 即 
一 般 情况 下 ABABA; 加 实数 乘法 的 消去 律 不 能 简单 套用 于 矩阵 乘法 , 即 不 能 从 AB=0 
推出 矩阵 A 二 0 或 B 二 0, 也 不 能 从 А(Х-Ү) =0 H A#O0 iih X=Y. 


ЕЕЕ 
м 9 9969 


例 2-2 ROME 4 人 "вза, 


分 析 4 аа—0с520 时 ,有 


此 式 应 作为 公式 熟练 掌握 。 
# ааа = 人 и TP) нз аа вео 
а= а 

ын с-ф ж с а 一 2 
A = = |“ ы 
Ф] 2-3 ВЕ 
12 8 1 18, 
© | 
a=|2 2 1|, в=[ ) e= 
533 
9 0.98 5 1 


ЖИ Йй: Х.Е НЙ АХВ=С, 

分 析 本 例 是 求解 矩阵 方程 ,其 解 为 X=4-:CB-:。 注 意 这 里 是 对 方程 4AXB=C 两 
边 同 时 左 乘 4-: , 右 乘 B "得 到 的 。 由 和 矩阵 乘法 一 般 不 满足 交换 律 可 知 顺序 不 能 改变 ,不 
能 写成 X=B-!CA-!。 

解 车 A-',B-!' 存 在 ,将 方程 AXB==C 两 边 同 时 左 乘 人 4-: , 右 乘 ВТ. пр 


=A 
h Е1А1=2520. 18| =1520, Мй A~ .B HFE., H. 
1 3 —2 
3 一 1 
DE PEITA 
1 1 一 1 
1 3.2 


于 是 X =А”!СВ ! 3 5 
2 2 
1 
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—2 2 一 1 
2—4 8 0 

例 2-4 ЖЕ A= 的 秩 。 
—2 4—2 3 


3 —& 0 —6 
分 析 矩阵 4 的 秩 r(4) 是 通过 А 中 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 数 来 定义 的 ,在 具体 计算 
r(4) 时 , 若 用 定义 , 则 往往 要 计算 很 多 行列 式 , 计 算 量 很 大 ,因此 一 般 用 初等 行 变 换 来 求 
秩 , 把 (4) 的 计算 归结 为 矩阵 А 的 行 阶梯 形 中 非 零 行 的 计数 ,这 比 用 定义 方便 许多 。 


1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 
Е 8 0 0 0 4 2 0 0 2 1 
解 А = — +» 
= 4 —2 3 0 0 2 1 0 0 0 0 
3 ==6 0 一 6 0 0 =6 —з 0 0 0 0 


因此 (А) =2. 
例 2-5 设 有 线性 方程 组 


Wi FAFA а 3 
Zi 十 Zr 十 (1 十 M)zs 一 和 
问 : 当 4 取 何 值 时 ,此 方程 组 (1) 有 唯一 解 ; (2) 无 解 ; (3) 有 无 穷 多 个 解 。 
分 析 求解 带 参 数 的 方程 组 , 何 时 无 解 、 有 唯一 解 、 有 无 穷 多 个 解 ,这 是 教材 中 
定理 2-7-2 的 综合 应 用 。 最 具 一 般 性 的 方法 就 是 对 增 广 矩 阵 (4 5) 作 初等 行 变换 。 
1 十 和 1 1 0 
1 1+2 1 3 
1 1 1 十 人 à 


1 1 1+А А 
=] ] 1 十 4 1 3 


К Аах + хх, -+ т; 0 


解 (А = 


А. 2 1+ A 
- À == 3—A | 
О А -ACO ААА) 
1. 1 1+А À 
A À =й 3 一 人 
0 


0 一 (3 十 MA) (1 一 人)(3 十 1) 


(1) 4250 ВА З.А) SrA 5b) 二 3, 方 程 组 有 了 唯一 解 。 
(2) 当 4==0 时 ,r(4)==1,r(4 5b)=2, 方 程 组 无 解 。 
с A 3 时 ,r(A) 二 r( 和 4 1) 一 2 .方程 组 有 无 穷 多 个 解 。 
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V 
2.5 教材 部 分 习题 解 题 参考 
习题 2-2 
2. 计算 下 列 各 题 。 
4 3 ҮҮТ 
ол -2 32 
5 т 0301 
4 Үү 4х7+3х2+1х1 35 
解 1 2 З ІТС 2069-81 6 
5 T ОЛАЙ 5х7+7х2+0Х1 49 


Tı 


二 (aazi 十 alszz 十 alszs арт tanrı tant, аза Hanz 十 aasZs )| x 


Sanai Hanai tasari 2а. тух, +Е2аз ху хз -2азз Хз 


4. вл | НЕЕ ,44。 


n(A JE S) 
es- 人 YE J-E 9) 


1 
下 面 利用 数学 归纳 法 证 明 : a-i 中 


№ n=1 时 ,显然 成 立 。 现 假设 z 一 上 时 成 立 , 则 * 一 A 十 1 时 


amsaa (1 np -( 1 0 
А iJa 1) (œ+ 1 


由 数学 归纳 法 原理 知 : 
А („ |) 
А* = 
kà 1 
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L 


5. 设 4,B n MERE, H A 为 对 称 和 矩阵 ,证 明 BTAB EXPRE E 
证 明 已 知 4 一 4, 则 
(ВТАВ)" = ВТ(ВТА)Т = ВТАТВ = ВТАВ 
从 而 ВТ АВ 也 是 对 称 矩 阵 。 证 毕 。 
6. 设 4,B 都 是 ” 阶 对 称 矩 阵 , 证 明 АВ 是 对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4B 王 B4。 
证 明 由 已 知 4I 一 4A,BT 一 思 可 证 : 


充分 性 4B 一 B4 一 4B 一 BT4T 一 4B 一 (4B)T 
ШАВ ХКА Е. 

必要 性 (4B)T 一 4B 一 BT4T 一 4B 一 B4 一 4B 
证 毕 。 

习题 2-3 


пг 2 @ 2 
= 00 -A 1 82 
2 4 812 4 
解 ” 先 把 A ЭТНА ИЕ PERE HE Pe Jy IT f AE ER JE HE WE 


1 2 8 2 -Danta (12 3 2 —1 
rs — 27 
一 一 |001 3 1 


1. 将 矩阵 A= 转换 为 阶梯 形 和 矩阵 和 行 简化 阶梯 形 和 矩阵 。 


下 二 | 一 年 = 六 二 名 1 2 
2 4 8 12 4 002 8 6 
1 з 2 =i 
т — 2r, 
0 1 1 
ооо 2 4 
т—3т 
Tap [1 EE 7 = 1 оо 10 
2 z n+Tr 
ai 0 1 3 0 Lü —5 
rs — 3rs 
0 0 0 1 2 0001 2 
习题 2-4 


2. 解 下 列 矩 阵 方程 。 


ef Ое 
= ү АЛУ НЕ 
ЕЕ 


с! 
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V 
ї =ї 8 р = 
Х = 1 о 
в x-fi aa) 
—1 1 
10 Д = 
ы =ï ч о з ве а 
= = —2|=| 8 2 
34 в 2 == 5 == 
—3 3 0 3 3 
1 4 2 0 3 1 
(3) х = 
—1 2) \—1 1 0 一 了 
1 дү“ (3 | @ бү 
Х= 
ж х8) b АЈЫ 
-= Ha о 
12\1 ING =I] 2 
6 909-2.) 
=. =| | 
12 Гу 
з 031 2 г © 
отоу (тоо їй 4 3 
(Фф |1 0 olxlo о 1|=|2 0 一 ! 
оо 17 (0 10 I —@ @ 
ör ori _4 Бүл ф бү" 
解 х=|1 0 0 2 © =o 101 
00 1 1—2 0/0010 
о 1 oyi 4 I D d 2 = 0 
=|1 0 0ll2 о –1[|о o 1|=|1 3з =й 
© a 1 -=a oJ 10 ї 0 =2 


3. 设 A 二 OCk 为 正 整数 ) ,证 明 : (I 一 A)-!==I 十 A 十 和? 十 … 十 A*-!。 


ЖЕН 由 于 I=(I 一 A)-!1(I 一 A), 且 由 A 


оя 


I= ‹(1— А) + СА — А?) + А? 
= (Т+А+А? + ~ РА!) (0 —– А) 


(1—А)?(1—А) = И 
K З а АВЕ СА, , 即 有 
(1— А) = 


证 毕 。 


+АЗ 


+АЗ 


Рд? + 


АР АА) 


H АК) 1 – А) 


Рд? + 


Б. РА! 


4. 设 方 阵 A 满足 A 一 A 一 2I 二 0, 证 明 A ЖА +21 #61), КА. RAH., 
证 明 由 А-А —21=0 
得 4 一 4 一 2T 
两 端 同 时 取 行列 式 142: 一 人 | 一 2 
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ШЕ 
即 |А||А—1|=2 
故 |4| 关 0, 所 以 A п 
又 由 于 


A+21=4?, |А+21|= |А? |= |А 12 #0 
故 4 十 2[ 也 可 逆 。 证 毕 。 
ШР 


А-А — 21 = О >А(А — D = 2I>A7A (A — Г = 2AT АЛ! = 10А 


А-А – 21 = О >(А +2Ә)А – 3(А +20) 4Г>‹А +20) (А – 3D 
(A+2D '(А+2) (А—30) = —4 (А+20) 7! 


сА+20)7' = 1-031—А) 
5. 设 A 为 3 阶 和 矩阵 ,|A| = 1..0 |24) — з" [ж 


解 因为 14 一 也 天 0, 故 4 可 道 ,于 是 由 


1 


= <a = 14а ч = lja 
А* =|А|А А, (24) 74 
И -1 * 1 -1 3 =j =g 
得 (24)! —ЗА А А А 
2 2 
两 端 取 行 列 式 得 
| (2А)71—3А* |= |47 | =(—1> |А|^! 2 


6. 设 矩 阵 4 可 逆 , 证 明 其 伴随 矩阵 A Ший, ВСА 071 = (А71), 
证 明 УА" = ААТ, НАТЕ М ЈА |520 A A 可 道 , 且 


# -1 _ eb —. 1 
an = ГАТА" = ТАТА 
由 伴随 矩阵 的 性 质 , 有 
А! (А7!)* = |А |І 
用 4 左 乘 此 式 两 边 得 
anre [А |А = [А 1А = 1А 


ГА 1 
比较 上 面 两 个 式 子 , 即 知 结论 成 立 。 证 毕 。 
7. п ЙИШ А 的 伴随 矩阵 为 4* 。 证 明 : 
(1) 车 |A1=0, 则 |A4* |=0. 


(2) |A*|=|Al"™™!。 
证 明 
(1) 用 反 证 法 证 明 。 假 设 1A* 1520, Д] 


A* (А?) = 
由 此 得 


D 


4I 


要 


А = АА" (А?) =| A| 1(4* = 
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所 以 ,4 二 0。 这 与 14* | 天 0 矛盾, 故 当 |4|=0 时 ,有 |4- | 二 0。 ШЕ. 


(2) 由 于 A4* 二 141T, 取 行列 式 得 到 

14114 |=|А|" 
Ж 1А |520, А" | 三 14 一 。 
ЖТА =0, НОЯ А“ |==0, 此 时 命题 也 成 立 。 
故 有 |A* ISIA 


证 毕 。 
oag 
8. 设 A=| 1 1 0|,АВ=А+2В,ЖВ. 
—1 2 3 
f ШАВ=А+2В 可 得 (4 一 2DB 一 4, 故 
—2 3 зүү 0 
В = (А – 20) А Е 1 0 È 
=1 2 1) \—1 
9. #А= 


К 于 
0 2 || Н. АВ+1=А° +В. В. 
bei 


E ШУ ABHSA +B, ARA Е B 的 项 ,得 


(А— DB = А*—1= (А+ РСА 


00 1 
0 1 Фф 
101 


又 因为 А—1= 


(4 一 太一 左 乘 上 式 两 边 , 即 得 


A 
出 


В=А+І = 


201 
озо 
т 0: 2 


10. Ж А = іар(1, —2,1),А* ВА =2ВА — 81, В. 


解 ” 由 于 所 给 和 矩阵 方程 中 含有 A KIPEE A ,因此 仍 从 公式 АА” = [А11 


为 此 ,用 А 左 乘 所 给 方程 两 边 , 得 
АА BA = 24B4 — 8A 


D 


,其 行列 式 det (4 一 1) = 130, А—11[й„ M 


| А | В = 2AB — 8I=>(24+2DB = 8I>(A + DB = 41 
注意 到 4 十 [一 diag(1, 一 2,1) 十 diag(1,1,1) 一 diag(2, 一 1,2) 是 可 逆 和 矩阵, 且 


(А+ = diag( z> iA 


2 


此 


В = (А+) = diag(2, 
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28 
“习题 2-6 
i g А В lAl IBI 
2 йл=в=—с=р—| Е: š 
0 1 ср icl IDI 
1 о1о 2 
m А В 0 % @ 1 0 _|@ olji 0 
ср 一 1 о1о 一 1 б @||@ 1 
о —1 ð 1 0 
lAl IB| 
而 一 
Ісі IDI 
А В [А1 
故 
ср Ісі IDI 
3: 4 
O 
ё—% 
3. ЁА= ‚Ж |А*| Ж At 
2 0 
O 
Ж. 8 
3 4 20 
5 A= ，4=| Ju 
解 sd 1 ( кы 2 Л 
А О 
7: 
О А, 
故 As = “жч А 0 
О Ai О А? 
得 [4° | = jail [АФ| = |А, [° |А,|* = 10: 
б* @ 
Р А О 0 5t 
ОО «АЈ 24 0 
$F д 
а eN ES O Аут 
4. п ЖРА 5 阶 和 矩阵 B пу, B о 


О A В” G 6 
ж 将 [5 о] 


пхп ЖЕ. С, H пх5 EE. m 
| о Ру А с)-1- j ч 
В © уб @ О І, 
АС,=1,>С,=А! 
АС,=0 >С,=0 (А-ЧУ 
ВС =0 >С, =0 (ВЖЕ) 
ВС, =1,2С, =В7! 


|. С, 为 sXn EE, С, A sXs EE. G 为 


由 此 得 到 
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V 
О Жоош. о p~ 
е ^ о) а" А 
5. R FAE PERDERE, 
s2200 
о 160 0 
(1) 
0 0 8 3 
005 8 
А, О 
ж нта | 是 一个 分 所 对 角 短 隆基 中， 
* 2 | 3 
А, = ， А, = 
2 | 5 2] 
y = a (2-3 
因为 Ж: =-(_， 2), А -(; Ч 
L 4 0 0 
a [АП Ө |-2 в о о 
к я -( aa) 0 0 2—3 
0 0 =5 
10 0 0 
2 2 0 0 
(2) 
«аш 
' 5 
解 “ 记 所 给 矩阵 为 4 一 (ai ), 令 其 子 块 矩阵 


则 


деа Ж 2 0 ГЕНЕ т 4 0 Азд деа =. 1 =I = 
п 2 ЕГ | 1 » 22 T —1 3 , 22 12217411 24 TN 


由 第 4 题 的 结果 ,可 得 


24 
j An о\_1|—12 12 
— Az AnA Аш) 24| 一 12 —4 8 


3 一 5 —2 6 
习题 2-7 


十 ?一 z 一 0 
2. 解 方程 组 нне» 
一 8z 十 2y 十 3z 一 0 
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解 ”对 增 广 矩 阵 施行 初等 行 变换 如 下 : 


1 ът —} їй 1 T 一 由 # 
тэ + 6л +r: 
(A b) 2 8 3 0 > |2 8 3 0 
一 8 2 3 0 0 0 0 0 
1 1 —1 бы її =1 6б 
т—2гт 10 1 
一 人 一 10 5 “0 |— -7 0 
0 0 0 0 0 0 0 
1 
1 0 7 0 
ка ia 1 
0 1 A 0 
0 0 0 0 
这 时 ,对 应 的 方程 组 为 
z 一 二 = 一 0 
> 一 去 ==0 
则 方程 组 的 解 为 
A 
агы 
i G 为 自由 未 知 量 ) 
у= 9% 


х Ба Бхз Бх, =1 

4 Ҹа панамы тта алсейит 并 求 出 它 的 解 。 
Ts 十 2zs 十 6z 一 3 

解 ”对 增 广 和 矩阵 施行 初等 行 变 换 如 下 : 


г 1 14 1 ї 1 1 1 
т—3п 
(A b)=|3 2 1 3 а -|0 1 2 6 а—3 
01 2 6 3 0 1 2 6 3 
1 1 1 1 1 LAELLE 
пет n+r 
— |0 1 2 6 3 |0 1 263 
О ==) 一 要 = g=3 0 0 0 0a 
Ор =p —в =g 
rnor: 


РТ, Ч a#0 时 ,r(4) 王 2,r(4 5b) 二 3, 方 程 组 无 解 ; 4 a=0 时 ,r(4) 一 r(A Б) = 
2 ,方程 组 有 解 。 这 时 ,对 应 的 方程 组 为 
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А — 25 — Ба =— 0 


2, +223 6х, = 3 


解 为 
ді =—2 аз 524 
| (其 中 зәл, 为 自由 未 知 量 ) 
хә = 3 — 2203 — 6x 
总 习题 2 
1. 选择 题 。 
(1) паа |. WETE s 


sfa d Ga els 1 в ај 


(2) r(A)=r(A_ В) п Hf, W n CREJ EH АХ = В‹ Ж 


А. 无 解 B. 有 唯一 解 
С. 有 无 穷 多 个 解 D. 无 法 确定 解 的 个 数 
(3) M r(A)=r(A_ B)=n 时 ,n 元 线性 方程 组 AX= 二 B( Ns 
A. 无 解 В. 有 唯一 解 
C. 有 无 穷 多 个 解 D. 无 法 确定 解 的 个 数 
ki 2 
(4) 行列 式 р- | f 2 的 充分 必要 条 件 是 ( ә. 
А. 652—2 В. 253 
С. 652—2 п А53 D. 252—2 Ң 653 
(5) УИ: А.В.СЇ А АВС І. WUA ) 。 
А. АСВ=1 В. СВА=1 С. ВАС=1 D. BCA=I 
2. 填空 题 。 
1 @ф 2 
1 2 
o p=] |- D= |0 3 0|= 
5 4 
1: 207 | 
(2) ema- js=( 2]- 则 A8= .ATB= 
g ü їй =2 
(3) ВЯА = МЖ. 1А 1 = 3, 124 |= ‚ТАТ | = 
|—А|= 
П: 
(4) 已 知 4 一 л ЗА= A= 
3 一 == == 
я 8 
(5) 已 知 A=|2 3 5 (А) = 
47 17 
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з. 判断 题 。 

СТ) 矩阵 的 乘法 满足 交换 律 : АВ= ВА. 

(2) 车 矩阵 4 是 可 逆 和 矩阵 , 则 А 一 定 是 非 奇异 矩阵 。 
(3) 矩阵 的 转 置 满足 运算 (4B)I 一 AI7BT 。 

(4) 线性 方程 组 的 解 中 自由 未 知 量 的 选取 是 唯一 的 。 
(5) 和 矩阵 的 乘法 运算 满足 消去 律 。 


4. 计算 题 。 
a) алшА- |; 71) в (23 2) ж, DA-!; ©1047! +28. 
2 一 3 一 5 2 
1 一 ! 1 1 
(2) WER X WE ХА =X+BB" ,其 中 A 1 1 中 1 
1 一 1 1 1 
iig 
(з) 求 矩 阵 4=| 一 1 2 0 [АИ A. 
2: 2 9 


xı 32: — 2x; 22; — z5; =0 
хз 22, —25=0 е 
о Бле 22162, — 41: 1-52, 725 一 0 的 一 般 解 。 
х +3х: — 4л +192; =0 
(5) 4 取 何 值 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 
Axi Hax: +x = 1 
xı HÀr: Hr; =À 
Zi 十 zz 十 Mra = А 
@ 有 唯一 解 ; ОЛ, @@ 有 无 穷 多 个 解 。 


答案 
1. (0) В ое (3) В (4) D (5) D 
# (1) —бу—@ 
6 —2ү (5 0 
(2) 8 
а Т/ф 10 
(3) 24,3,—3 
2 
3 = g 
a Р i 
一 1 + 
《5) 3 


1) Ж (2) у (з) х (4) X (5) X 


一 一 一 一 一 


ЖХ. 


ч ы ы чы чы 


第 2 章 ”矩阵 与 线性 方程 组 ”33 


V 
а а 
10 10 —5 8 
4. (1) ФАТ! = ; @10А-!+2В= | 
2 4 -8 0 
10 10 
Ш =] 1 
(2) Же: = а! 
B 
D = 1 
=$ 1 4 
(3) А7! =| 一 3 1 2 
5) = =з 
х= — 32, 5725 
(4) ўлз = 1925 (其 中 zs ,zs 为 自由 未 知 量 ) 
4 一 一 9z5 


(5) Фл==1 Н 494—2; @л=—2; @А=1 


За 


向量 组 的 线性 相关 性 


3.1 基本 要 求 


(1) 理解 n РНЕ ‚л 维 向 量 空间 的 概念 ,向 量 的 线性 组 合 和 线性 表示 的 定义 。 

(2) 熟练 掌握 向 量 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 的 判定 方法 。 

(3) 握 计 算 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 和 向 量 组 的 秩 的 方法 ,理解 向 量 组 的 秩 
与 矩阵 的 秩 之 间 的 关系 。 

(4) 了 解 线性 方程 组 的 基础 解 系 、 通 解 等 概念 及 解 的 结构 ,熟练 掌握 求 线性 方程 组 通 
解 的 方法 。 


32 内容 提要 


1. п 维 向 量 的 定义 


НЭ ЕЙ n ат наг." за, 组 成 的 有 序数 组 , 称 为 n 维 向 量 。 一 般 用 小 写 希 
腊 字 母 a ,8 ,7 ,… 表 示 。 记 作 


a 一 | . 或 а! = (ааз, san) 


а, 


其 中 , 数 a; 称 为 向 量 a 的 第 i 个 分 量 (i 二 1,2,…,n); 分 量 的 个 数 称 为 向 量 a 的 维 数 。 
2. 向 量 的 线性 运算 


а 一 (aiyaz, san) B = (bi ,6, ++ sbn) WA 
(1) 加 法 : а +В = (а +b; ,azs 十 bs ，… а, Hb) 
(2) 减法 : а В =a +В) = (а а —bz .--- а, — bp) 
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(3) 数 乘 : ka = (Ва, ,kas,… skan) 
3. 向 量 的 运算 规律 


а = (а ,аг, as),8 王 (六 ,20),7 一 (clyc ос), 是 实数 : 
(1)а+В=В8-+а 

(2) (@-ЕВ +У =E FGF) 

(3) а+О=а 

(4) а+С—а)=О 

(5) 60а +8) =ка АВ 

(6) (2+0) а=ка 11а 

(7) k(la ) = (kDa 

(8) 1а=а 


4. 线性 组 合 


BA n 维 向 量 ai ,ez ,… а, B , 若 存在 一 组 数 ki ,ks，… skn ,使 得 
B= ki а + Ёз а + + Еа 
成 立 , 称 向 量 B 为 ai ,as，… за, 的 线性 组 合 , 或 称 8 可 由 向 量 el ,as，,… за, 线性 表示 。 


5. 线性 相关 与 线性 无 关 


Н n 维 向 量 el ,as，,… ,an, 若 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 ki kost okn ,使 得 
ki @ + ko а + К,а, = О 
成 立 , 称 向 量 组 ci ,as ,… ,a 线性 相关 ,否则 称 向 量 组 w ,az ,… ,a 线性 无 关 。 


6. 向 量 间 线 性 关系 定理 


(1) пп Е а; = (аа az an)(G 一 1,2.…,2) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 行 
列 式 


аа ба *#* йе 

(2) 向 量 组 w ,as ,… за, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 向 量 组 中 至 少 有 一 个 向 量 是 其 
Ж т—1 个 向 量 的 线性 组 合 。 

(3) 若 向 量 组 w ,az ,…,an :有 8 线性 相关 ,有 上 且 wa ,…:an 线性 无 关 , 则 B 可 由 ci ， 
Qs，… ,Qn 线性 表示 , 且 表 示 式 唯一 。 

(4) 如 果 向 量 组 ai ,as ,… ,a 线性 无 关 , 其 中 必 一 (an sars ran) (i 二 1,2,…,m), 那 
么 在 每 个 向 量 上 任意 添加 一 个 分 量 得 到 的 十 1 维 向 量 组 B ,及 ,…,B,, 也 线性 无 关 。 


7. 极 大 无 关 组 


车 向 量 组 @i ,a; ,… ,a; 的 一 个 部 分 组 a sa ,… ,a, (7 三 s) 满 足 : 
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(1) aasa, 线性 无 关 。 
(2) 在 oa ,qs,… ,@, 中 再 添加 原 向 量 组 中 任何 一 个 向 量 所 得 到 的 向 量 组 都 线性 相关 ， 
则 称 @ ,as,… за, 是 向 量 组 ci ,as ,…:a, 的 一 个 极 大 无 关 部 分 组 ,简称 极 大 无 关 组 。 


8. 向 量 组 的 秩 
向 量 组 w ,gs ,… san 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 称 为 向 量 组 的 秩 , 记 作 


баз ,az ,Qan) 
(1) 等 价 的 向 量 组 有 相同 的 秩 。 
(2) 矩阵 A 的 秩 等 于 矩阵 A 的 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 。 


9. 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 


(1) Æ Х.Х ЕКЕТ ВА AX==O 的 解 , 则 X HX: 也 是 方程 组 АХ=О 的 解 。 

(2) 若 X, 是 齐 次 线性 方程 组 AX=O 的 解 ,c 是 任意 常数 , 则 cX, 也 是 方程 组 АХ=О 
的 解 。 

(3) 若 XX re Xn 是 齐 次 线性 方程 组 АХ=О ПИ „НАЕ АХ, + АХ Het 
AnXw ÆJ FEH AX =O 的 解 ,其 中 (i 二 1,2,…,m) 是 任意 常数 。 

(4) Æ XXe X,- MED EH AX =O 的 一 个 基础 解 系 , 且 方 程 组 AX=0 的 全 
部 解 (又 称 通 解 ) 为 : ciXi 十 сХе с, Хо Сс осо cs- 是 任意 常数 ) 。 


10. 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 


(1) 如 果 Xi X: 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX=b 的 两 个 解 , 则 Xi 一 XX 是 其 导出 组 的 解 。 

(2) 如 果 Xi 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX=b 的 解 ,X。 是 其 导出 组 的 解 , 则 Xi 十 X。 是 方 
FEH AX=b 的 解 。 

(3) 非 齐 次 线性 方程 组 AX=b 的 任 一 个 解 X 都 可 以 表示 成 : ХХ" 十 Xo, 其 中 Xo 
是 导出 组 AX=b 的 一 个 解 ,X* 是 非 齐 次 线性 方程 组 4AX 一 的 一 个 解 (通常 称 X* 是 AX=b 
的 特 解 ) 。 

(4) 车 XX 是 线性 方程 组 AX=b 的 一 个 特 解 ,XX ,Xs ,… ,XX,-, 是 其 导出 组 的 一 个 基础 
解 系 , 那 么 АХ =ь 的 任 一 个 解 XX ARRE XS X Бах 十 aX tHe t с„-,Х,„—, 
Cercas scn EER R BO ,其 中 ,nn 为 未 知 量 的 个 数 ,r 为 系数 矩阵 的 秩 。 


33 学 习 要 点 


本 章 的 重点 是 求 线性 方程 组 通 解 。 理 解 线 性 组 合 与 线性 表示 的 概念 ,向 量 、 向 量 组 与 
和 矩阵 之 间 的 联系 ,将 线性 方程 组 用 向 量 表示 ; 理解 向 量 组 线性 相关 、 线 性 无 关 的 概念 ,会 
判定 向 量 组 的 线性 相关 性 ; 理解 极 大 无 关 组 与 向 量 组 的 秩 的 概念 ,熟练 掌握 求解 极 大 无 
关 组 与 向 量 组 的 秩 的 方法 ; 理解 线性 方程 组 的 基础 解 系 、 通 解 等 概念 及 解 的 结构 ,熟练 掌 
握 求 线性 方程 组 通 解 的 方法 。 
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3.4 例题 增补 


例 3-1 设 向 量 组 w =(a,3,1)7,a: 王 (2,0,3)T,as 一 (1,2,1)7,a 一 (2,3,1)7 的 秩 为 
2, 求 a,b。 

分 析 求 向 量 组 的 秩 可 以 利用 矩阵 的 秩 来 确定 ,只 要 将 所 给 的 向 量 按 一 定 的 顺序 构 
成 一 个 矩阵 即 可 求解 。 但 本 题 向 量 中 的 元 素 含 有 常数 ,要 注意 排列 的 顺序 。 


й ”因为 
лаа 2 |! 1 3 L È 1 3 
(asyaiyalyoz) 一 |2 3 3 0| 一 |0 1 а—1 一 1 -| ЖЕ э! -| 
ЖШ ЖЕ 0 1 1 0—6 0 0 2-а 6—5 


而 "Са; ,а ,as ,ai) 一 2, 所 以 а=2,Ь=5„ 
例 3-2 求 下 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 。 
ау = (6,4,1, — 1,2) 
аз = (1,0,2,3, — 4) 
аз = (1,4, — 9, — 16.22) 
а, = (7,1,0, — 1,3) 
分 析 利用 和 矩阵 及 初等 变换 可 以 求 向 量 组 的 极 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 极 大 无 关 
组 线性 表示 。 具 体 方法 如 下 。 
(1) 将 向 量 组 中 各 向 量 写成 列 向 量 ,构成 矩阵 A= (а.а? ,… ,ay)。 
(2) 对 所 构成 的 矩阵 施行 初等 行 变换 ,将 矩阵 化 为 行 简 化 阶梯 形 矩 阵 。 
(3) 在 行 简化 阶梯 形 和 矩阵 中 , 列 单位 向 量 所 在 列 对 应 的 向 量 是 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 。 
解 ”将 向 量 组 w ,az заз ,ai 分 别 转移 为 列 向 量 , 构 成 矩阵 A, 将 A 作 初 等 行 变换 : 


6 1 1 7 ї © 1 0 

4 0 4 1 01 —5 0 

А = 1 2 —9 оро 0 0 1 
= Ж =] =] 0 0 0 0 


2—4 2 3 00 00 
A 的 1,2,4 列 是 A 的 列 的 一 个 极 大 无 关 组 ,a ,as за, 是 原 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 。 

例 3-3 B р.р." ,是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 王 b Ws PHE, ki оо, 为 实数 ， 
满足 馈 十 十 … 十 ,二 1。 证 明 х= Ар Аар Hetk 也 是 它 的 解 。 

分 析 EXXX, 是 齐 次 线性 方程 组 AX =О 的 解 , 则 kyXi 十 kX 十 … 十 kXX， 
也 是 方程 组 AX =О 的 解 ; 但 是 车 Xi ,XX ,… ,XX 是 非 齐 次 线性 方程 组 4X 一 的 解 , 则 
АХ HRX: + БАХ, 未 必 是 方程 组 4X 一 的 解 ,除非 加 上 一 定 的 条 件 限定 。 

证 明 Тре .是非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b 的 :个 解 。 故 有 

An:=b (i=1,2,.…,s) 

而 АСА Атр tH Ал.) =kiAn ЕЁ» Алу} + -ЕЁ,Алу,=ЬС(Ёу-ЕЁ;-Е++-+ЕЁ,)=Ь 
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i 
即 Ax=b (х= tkp t Ел) 
从 而 x 也 是 方程 的 解 。 

证 毕 。 

例 3-4 求 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,使 它 的 基础 解 系 为 Xi 二 (0,1,2,3)",X, = 
085251097, 


分 析 常见 的 方法 是 先 给 出 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,然后 求 它 的 基础 解 系 。 本 题 特殊 
在 先 给 出 一 个 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 , 然 后 再 求 此 齐 次 线性 方程 组 。 
解 显然 , 原 方程 组 的 通 解 为 
Tı 
T2 


0 

= 1 

Xs 2 
3 


о н гю © 


T4 
HEP cise: 为 任意 常数 。 即 
zı = 3сг 
Zz 一 cl 十 2cz 
Za 一 2cl 十 cz 
24 一 3ci 
消去 сос 得 
22, — 3х, Hx, = 0 
М — 3х; | 22; = 0 
此 即 所 求 的 齐 次 线性 方程 组 。 
例 3-5 设 有 线性 方程 组 


Zi 十 zz 十 (1 十 M)zs = А 
[atata anaa = 3 —ì— А? 
г — Àr; =3—А 


E A 取 何 值 时 ,方程 组 唯一 解 、 无 解 有 无 穷 多 解 ? 在 有 无 穷 多 解 时 求 其 通 解 。 
分 析 ”本题 综 合 性 比较 强 , 综 合 了 线性 方程 组 解 的 判定 定理 及 线性 方程 组 通 解 的 求 


解 ”用 初等 行 变换 转换 增 广 矩 阵 为 行 阶梯 形 
17 144 А =: Й Ш А à 
В= |1 1 和 人 二 并 =й "Е А =à 3—А 
0А =й ЗА 0 0 А3) (1—А)03+А) 
由 此 可 知 : 


(1) 当 2 关 0 Вл 3 时 ,r(4)=r(B) 王 3 ,方程 组 有 唯一 解 。 
(2) 4 A=0 if, r(A)=1,r(B)=2,r(A)#r(B) ,方程 组 无 解 。 
(3) 当 4= 一 3 时 ,r(4) 王 ~(B) 一 2 方程 组 有 无 穷 多 个 解 。 

1 ї =й =3 10 =I el 
we D ==@ |; ї «=й «7 


0) =3 >% $ оо о 0 


ZI 一 一 1 十 zs 
«ишу 1 


Xs 二 一 2 十 x3 
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V 
21 Е 1 
解 此 方程 组 ,得 通 解 为 | zs |= | 一 2 | 十 C| 1 |, 其 中 C 为 任意 常数 。 
23 0 1 


3.5 教材 部 分 习题 解 题 参考 


习题 3-1 


1. 已 知 e 一 (0,1, 一 1,3),8 王 (10.2,0.8), 求 一 za ,一 Bear, 丰 ,8 一 ac ,2a +38. 
解 2а +38 =2 + (0,1, 一 1,3) 十 3。(10,2,0,8) 一 (0 十 30,2 十 6, 一 2 十 0,6 十 24) 
一 (30,8, 一 2,30) 
4. 已 知 w 一 (1,2,3),az 一 (1,0,2),8 一 (3,2,7), 且 8 一 ww tka: Ñ ko 
Ж ШЕЯ =a 十 ea ,得 ea: 王 8 一 al 。 因 为 
ka: = В—а = (3,2,7) — (1,2,3) = (2,0,4) = 2(1,0,2) = 2а 
所 以 ,k==2。 


习题 3-2 


1. Ñ b, =a, +a; ,bs 二 qs 十 qa3 , b; =a; +a, b, =a, +a, ,证 明 向 量 组 b ,bs ,bs,bs 线性 
相关 。 
证 明 设 有 zi,xz ,zs,z4 使 得 
xıbı + xzb: + z3b; + xıb = O 


w 
Zi(al 十 az) + х, (а +аз) + х;(\а; +a,) +z,(a, +a,) = О 
(ху + х,)а, 十 (zi 十 zz)as 十 (zs 十 zs)as 十 (zs 十 zi)a = О 

(1) 若 a ,az ,as а. 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 ki ,As ,As ,As ,有 


k; = х + z; 


kı = зз + t 
由 ki ,As ,As ski 不 全 为 零 , 知 zi ,x ,zs ,zs 不 全 为 零 , 即 bi ,b ,bs ,bs 线性 相关 。 
(2) 若 a ,az ,as ,as 线性 无 关 , 则 


tı 24 = 
wy F = 
zz 十 Za = 
хз Fx, = 


由 系数 行列 式 
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{ 10:10: 1 
ї їй ф б 
=0 
о E 20 
оо 


Р ВЕЕ ЗЕ, ДЬ, , ,bs .bs 线性 相关 。 
综合 (1)、(2) 即 可 得 证 。 
证 毕 。 
2. Ў bı =a sb: =a; +аз. ~ „Б, =а Ба + +a, o АЖ а.а, ~ .а, 线性 无 关 ， 
证 明 向 量 组 b ,bs,…,b, 线性 无 关 。 
证 明 i kibi А6, + А,Ь, =0, W) 
= 
МЕЖА а, аг, "а, 线性 无 关 , 故 
ky Hke +++, = 0 1 … ee Тү 
kote +k, =0 |0 1 … 1||Ь 


е = 
= 40 o 1)» 0 
1 1 
0 їй ча 1 = 
因为 | ， ‚ | =1 才 0, 故 方程 组 只 有 零 解 。 
0 … 0 1 
EI ki А = А, 0. ТШ Ь.Б, 6, 线性 无 关 。 


4. 讨论 向 量 组 w = (а. 1.1) а = (1.4. 1) аз = (1. —1.а) НЭР 
解 不 妨 设 所 给 向 量 为 行 向 量 的 和 矩阵, 记 为 4。 由 


а 1 1 
[А | 1 а 1 ala — 1) (а+1) 
t = а 


可 知 : 
(1) Ҹа 1.96 а= 0.296 а= 1 时 ,det4 二 0, 此 时 向 量 组 线性 相关 。 
(2) 当 a 关 一 1, 且 a#0, H. a#1 时 ,detA 关 0, 此 时 向 量 组 线性 无 关 。 


习题 3-3 


1. 计算 下 列 向 量 组 的 秩 , 并 判断 该 向 量 组 是 否 线性 相关 。 
(2) 有 (lB Ds Б (—2,1,5,3)', A = (4,—3,7,1)", = 
(—1,—11,8,—3)7,8;=(2,—12,30,6)7.„ 
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解 (B B В В В) 
їй 4 = ф їй =й а =й g 
т і 3r 
ё #й её =й i ро 5 9 а: 6 
2 5 7 в 30| "+" |o 9—1 10 ж 
zù 区 J =з 六 б Ж = 人 g 
L= фо e Ж йб а т 9 
rs — 9r: 
aalo v & =4 S| zalo i 6 = в 
о o =i dio 2 o W =4 46 i 
0—5 9-м = 从 0 0 ми -м и 
=: Ж =й 0 0 =5® 09 
Я! 
А): о 1 5 —4 аа lo a-ig 
б б ii б. ait 
0 озм —з4 34 о оо оо 


该 向 量 组 的 秩 为 3, 小 于 向 量 的 个 数 5, 所 以 线性 相关 。 


2. Ва = (1,2, —107,а = (2,4,4) sa = (1,А4,1)7. 
(1) А 取 何 值 时 ,a ,а ,as 线性 相关 ? А 取 何 值 时 ,a ,az ,as 线性 无 关 ? 为 什么 ? 
(2) А 取 何 值 时 ,os 能 由 @ ,as 线性 表示 ? 
ї @ t 2 1 
2 4 А|>=|0 А+2 2 
=ї% й ї 0 0 2-2 
当 ) 和 天 2, 且 ) 天 一 2 时 ,矩阵 的 秩 为 3, 与 向 量 个 数 相同 ,所 以 此 时 该 向 量 组 线性 无 关 。 
当 4=2, 或 4 二 一 2 时 ,矩阵 的 秩 为 2, 小 于 向 量 个 数 ,所 以 此 时 向 量 组 线性 相关 。 
(2) 当 4==2 时 ,r(a а) = rla а ,as) 一 2, 此 时 cs ВЕ На, ,as 线性 表示 。 
当 ) 王 一 2 В, Са ,а:) = 1, Са а as) 一 2, 两 者 不 相等 ,所 以 as 不 能 由 mm ,oa 线性 


解 (1) (а в om) 一 


表示 。 


4522, Н. А52 —2 时 ,r(al аг) 2. (ал .а ,as ) 一 3, 两 者 不 相等 ,所 以 es 不 能 由 al ,az 


线性 表示 o 


3. 求 下 列 向 量 组 的 秩 与 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 


(2) а=(1,—1,2,4)7,а, = (0,3,1,2)Т,авз = (3,0,7,1407,а, = (1,—1,2,0)7, 
в=(2,1,5,6)7. 
їй їз Ый 
1з а [1 41 
‹ )= = 
ж оаа е 23 т 25| ош 
а2 м mel бф © 
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ш 
10305 
aerma 
0001 
0000 


онны 


该 向 量 组 的 秩 为 3, 且 ao ,az а 为 它 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 


习题 3-4 
1. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 ,并 用 基础 解 系 表示 出 全 部 解 。 


xı Hx Баз 42; — 325 =0 
(2) 2ху-++х-Е3х%-Е5хж,——5л5%=0 
21—22 323—224 —25=0 
3х Hra -5л; ба; — 725 =0 
解 ”对 系数 矩阵 4 进行 一 系列 的 初等 行 变 换 ， 
1 Ш> 1 4 一 3 1 | 1 4 =3 
а 2 1. 3 Б. 一 品 | 11 =8 
1 1 3 2 1 0 2 2 6 2 
3 1 5 6 =] 分 二 各 2 —6 2 
1 v-a 4 —3 1 0 21 —2 
© =1 1 一 各 1 六 == 
ы 0 оо 0 0 Г 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


因为 ~(4) 王 2 过 5, 所 以 方程 组 有 非 零 解 , 可 得 原 方程 组 的 同 解 方程 组 为 
Zi =— 203—220, 225 
©; д 41-106 
其 中 ,zs ,x4szxs 为 自由 未 知 量 。 取 (zs оа ое) 分 别 为 (1,0,0)7,(0,1,0)7,(0,0,1)7, 得 
到 原 方程 组 的 一 个 基础 解 系 为 


T 


=2 =ï 2 
1 =$ 1 
=| 1|, Х,=| 0j Х,=|0 
0 1 0 
0 0 1 
=@ =й 2 
1 一 3 1 
х= С,Х, +С,Х, +С,Х,= G| 1|+С„| 0|+С,|0| (С,.С,.С, 为 任意 常数 ) 
0 1 0 
0 0 1 


第 3 章 向量 组 的 线性 相关 性 43 


2. 求解 下 列 方程 组 。 
zi 十 zz 十 zs 十 zi 十 zs 一 7 


3a ttr tit; Hē ~ 3 = 
a) 

22, лз +220. ба; =23 

821 +32 -4лз 324 —25 =12 

а Ба Баз Бх, m= 

22 32, хз Hr, — 325 =0 
(2) 


xı 122: 220, 625 =6 

421 5л: +32: 324—205 =4 
xi H2z;— x; +3r;,=2 

(3) 422,142, — 2r; -52,=1 


ау — 2r: лз 244 
解 (1) 利用 初等 行 变换 ,将 方程 组 的 增 广 矩阵 (4 45) 转换 为 阶梯 形 和 矩阵 ,再 求 
ЛЕ. BI 


Ж, Т ШШЩ | 1 多 1 1 1 1 7 
3121 3 2 0 2 1 2 6 23 
(А Б) = Ба 

0212 6 23 0 0 0 0 0 0 
8 #&з -T B 0 0 0 0 0 0 

1 9 

1 0 2 0 2 2 

1 23 

„|0 1 2 1 3 7 

ооо 0 0 0 


оооо ü 0 
易 见 r(4) 二 r(4 4b) 二 2 二 5, 所 以 原 方程 组 有 无 穷 多 解 , 且 原 方程 组 的 一 般 解 为 


zı 一 一 +з +2 — $ 

22 =— а m Ss +2 
可 以 改写 为 

2 =— а Fin на $ 


1 23 
BT Sa 十 过 


т 一 一 
23 = хз + 023 十 0zs 十 0 
т, 一 0zs 十 Zi 十 0zs 十 0 


Xs = Ох; 十 0z 十 zs 十 0 
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即 
N; 9 
z 2 0 2 
у 二 起 =f — 8 23 
а= 2 аз + 0 |z + 0 |25 + 2 
24 1 1 0 0 
i 0 $ 1 0 
0 0 
所 以 原 方程 组 的 全 部 解 为 
9 Зх 
Xl 2 2 0 2 
23 E S = —@# 
23 2 њој ?|+с| оње, о 
| 0 1 1 
T4 
2: 0 0 @ 
0 0 


其 中 ,Ci,C; ,Cs 为 任意 常数 。 

(2) 利用 初等 行 变换 ,将 方程 组 的 增 广 矩 阵 (4 5) 转 换 为 阶梯 形 矩 阵 再 求解 。 即 

ї %®% 1 D2 10 2 2 6 6 

p gy | I = ШЕШУ Кей =й =з 9 

1022 66 оо о о о б 

4 53 3 —1 4 0090 6 ó бф 6 
易 见 r(A) 二 r(4 b)=2<5, ЬУ 7 RAA 97 L fiit Н. 7 ER Н h E ЇЙЇ ЈГ A 

ал =— 2203 — 224 — 6х5 6 


= = зз Бх, 525 —– 4 


可 以 改写 为 
ар =— 2203 — 244 — 625 6 
ж; 一 Za 十 Zi 十 5zs 一 4 
хз = x3 + Ox, +0rs +0 
ач = 0аз + x, + 025 +0 
Xs = Оаз +0х,+ х5 +0 
即 
Ti =z —2 2=16 6 
22 1 ЗК 5 一 4 
ж; |= 1 {аз + 0+ 0 |zs + 0 
Ж 0 0 0 
0 0 0 


所 以 原 方程 组 的 全 部 解 为 
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V 
ху 6 一 过 n i 一 6 
22 =á Е 1 5 
аз |= оа 1|+С 0+6: 0 
i 0 0 1 0 
0 0 0 1 


其 中 ,Ci ,Cs Cs 为 任意 常数 。 
СЗ) 利用 初等 行 变 换 ,将 方程 组 的 增 广 和 矩阵 (4 5) 转 换 为 阶梯 形 矩 阵 再 求解 。 即 


п 全 二 
2 #&+=@ 5 1|-4о 0 о =] ==8 


=h Е" бо бб F в 


易 见 (A) 二 r(4 6b) 二 2 二 4, 所 以 原 方 程 组 无穷 多 解 , 且 原 方程 组 的 同 解 方程 组 为 


=— 20, хз — 7 


х = 3 
可 以 改写 为 
Ti =— 2z; 十 zs 一 7 
т; = 2 +0х; +0 
хз = 0а: 十 zs 十 0 
24 = 0а, +02: +3 
即 
21 — 2 1 一 这 
22 0 0 
al olti * 0 
2а 0 0 3 
所 以 原 方程 组 的 全 部 解 为 
Ti = —@ 1 
МЕ al tel 
T3 0 1 
24 0 0 


其 中 ,Ci ,C; 为 任意 常数 。 
总 习题 3 
1. 选择 题 。 


(1) Е. Жа, ,as ,as 是 齐 次 线性 方程 组 АХ = О 的 基础 解 系 ,那么 基础 解 系 还 可 以 是 
с), 
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A. kı aı tkz az 十 Rs as В. а ta: ,az 十 as ,as ta 
С. а,—а;,а@;—а@з,аз—а D. а.а, 一 az ta; ,as 一 az 
(2) r(A)=n 时 , 则 元 线性 方程 组 AX=0( ). 
A. 无 解 В. RAFN 
С. 有 无 穷 多 个 解 D. 有 非 零 解 
G) г(А)=г(А Б) п 时 , 则 元 线性 方程 组 AX 二 b( js 
A. 无 解 В. 有 唯一 解 
С. 有 无 穷 多 个 解 D. 无 法 确定 解 的 个 数 
(4) 已 知 向 量 组 @ ,as ,… за, 线性 无 关 , 则 向 量 组 w О.а ,… ,an 线性 ( js 
A. 无 法 判定 B; 无 关 
C. 相关 D. 既 相关 ,又 无 关 


(5) 已 知 n 维 向 量 组 A :a ,as ,…:a, 与 n ЕАН В га sa; а, нао ts 
车 r(4) 二 p,r(B) 二 gq, 则 下 列 条 件 中 不 能 判定 A 是 B 的 极 大 无 关 组 的 是 ( A 
А. p=4, F B 可 由 A 线性 表 出 
B. s=q4, H A УВ 是 等 价 向 量 组 
С. p=q, H A 线性 无 关 
D. p=q=s 
2. 填空 题 。 
(1) Ё Яа 一 (2,5,1,3) ,az 一 (10,1,5,10),as 一 (4,1, 一 1,1), 且 满足 За 十 2 а = 
ба 十 5@;. Ша = 
(2) 设 a = (2, —1,3.0),а = (1.2.0, —2) ,аз = (0, —5,3,4) а = (—1,3,1,0), W] 
t= 时 ,a а ,as ,as 线性 相关 。 
(3) 已 知 向 量 组 w = (1,2,3,4).а = (2.3.4.5) ,аз = (3.4.5.6) ,а 二 (4,5,6,7), 则 
该 向 量 组 的 秩 是 б 


(4) 若 rla за ,as at) 一 4, 则 向 量 组 w ,az ,as 线性 А 

(5) 向 量 组 w = (1,2.3,4) ,а = (2.3.4.5) „аз = (3,4.5,6) а = (4.5.6.7) 0—1 
大 无 关 组 是 Р 

з. 判断 题 。 

(1) 当 r(4 Б) <п В. 0] n CREN FEH АХ =b AEJ Eo ( ) 

(2) 等 价 的 向 量 组 有 相同 的 秩 。 ( ) 

(3) EX X, 是 非 齐 次 线性 方程 组 АХ = 的 解 , 则 Xi 十 XX, 也 是 方程 组 АХ=Ь 
的 解 。 ( ) 

(4) ўл ЕЕ Наз sa ,… ,a : 若 存在 一 组 实数 户 sko t okm ,使 得 а Fko a 1 
Anan 一 O 成 立 , 则 称 向 量 组 w ,as ,… ,an 线性 相关 。 ( ) 

(5) Æ XX Xn 是 齐 次 线性 方程 组 АХ=О 的 解 , 则 其 线性 组 合 六 HeX +++ 
А.Х EJT FEH AX =O 的 全 部 解 。 с ) 


4. ЕЯ а = (1,2.0,1) ,一 ( 01) а (0.19.1) ааа). 


5. 
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ә 


Е. Ма+2а;+3аз,+4В=0,Ж{а,=(5,—8,—1,2),а, = (2, —1,4, —3),аз 


(一 3,2, 一 5,4) , 求 B 。 


6. 


йй ей 4 
o =Z Ч 
设 和 矩阵 4 一 
в =68 5 —@ 


3 € —9 7 


ЖАЯ А 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 


o e e N 


将 其 余 向 量 用 极 大 无 关 组 线性 表示 出 来 。 


fa 


2xı Hx: — 2x; 323 =0 
(1) К 2023—23 1224=0 


求 下 列 线性 方程 组 的 解 。 


2Z1 十 zz 十 zs 一 24 一 0 


t Fz, —3; — 2 =1 
(2) [n 一 2 一 3zs 十 424 一 4 


Zi 十 5zs 一 9zs 一 8z 一 0 


答案 
1. 1) В (2) В зс (4) C (5) A 
2. (1) (1,2,3,4) (2) 任意 实数 (3) 2 (4) 无 关 (5) ауа; 
3. (1) X tya (3) X (4) X (5) X 
4. 2 
5. В=(0,1,2,—2) 
н as 一 一 al 一 02 

6. ai ға ,ai 为 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,上 且 

as =4 а +3 о: —3 а 

3 一 4 
一 4 5 к 

7. { 十 cs б (ciycs 为 任意 常数 ) 


(GD |” |=са+в&=‹ 


н о) R 
ЕЕЕ, 
о 


5 3 -a 
Xl 4 2 4 
2 1 3 7 
D [|| [talz |+] T| (eiscs 为 任意 常数 ) 
T3 
$ 0 | 0 
4 
0 0 1 
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41 基本 要 求 


(1) 了 解 向 量 的 内 积 \ 长 度 、 正 交 、 规 范 正 交 基 、 正 交 和 矩阵 等 概念 ,了 解 施 密 特 正 交 化 
方法 。 

(2) 掌握 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 和 求法 ,并 了 解 其 性 质 。 

(3) 了 解 相 似 和 矩阵 的 概念 和 性 质 , 知 道 矩 阵 可 相似 对 角 化 的 充 要 条 件 。 

(4) 了 解 对 称 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 , 掌 握 用 正 交 和 矩阵 将 对 称 阵 转换 为 对 
角 阵 的 方法 。 

(5) 掌握 二 次 型 及 其 矩阵 表示 ,了 解 二 次 型 的 秩 ; 掌握 用 正 交 变换 将 二 次 型 转换 为 
标准 形 的 方法 。 

(6) 掌握 用 配方 法 将 二 次 型 转换 为 规范 形 的 方法 ,了 解 惯 性 定理 。 

(7) 掌握 二 次 型 的 正定 性 及 判别 方法 。 


4.2 ”内 容 提要 


Т. 向 量 的 内 积 、 长 度 、 正 交 


用 К" KIR n 维 行 向 量 空 间 , 即 
R" 一 fx 一 (zzz)|VYVzcR 
BA n ЯТТ х= (у оо ，…z),y 一 (yy) 的 内 积 为 


сеу Deo 


|1 = Мо = А 4 


| x || Жу n # ТЕН х = (л оо ое, ) 的 长 度 (或 范 数 )。 


А 
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%4 || x l| ==1 时 , 称 x 为 单位 向 量 。 
ВЕ х= (215225560, ) Y= (ууу) ER". ШЖ (х,у) =0, Ш x 5 у EZ, 
Е х1 у. 


2. 正 交 向 量 组 


如 果 一 个 向 量 组 中 不 含 零 向 量 , 且 其 中 任意 两 个 向 量 都 是 正 交 的 (简称 为 两 两 正 交 )， 
则 称 这 个 向 量 组 为 正 交 向 量 组 。 

设 SS {e1 vez 1t ,е„}(2<т<п).& К" 中 的 一 个 正 交 向 量 组 , 且 其 中 每 个 向 量 都 是 
单位 向 量 , 则 称 这 个 向 量 组 为 标准 正 交 向 量 组 。 

若 向 量 空间 的 一 个 基 是 正 交 向 量 组 , 则 称 这 个 基 是 正 交 基 。 

若 向 量 空间 的 一 个 基 是 标准 正 交 向 量 组 , 则 称 这 个 基 是 标准 正 交 基 或 规范 正 交 基 。 

正 交 向 量 组 一 定 是 线性 无 关 组 。 


3. EZER 


ШЖ n KEF А WE ДАТ =АТА=Е,„,И А HEZE., 
ВА п MEZE, x.y 是 两 个 n 维 列 向 量 , 则 称 线性 变换 у=Ах 为 正 交 变换 。 
п 阶 实 方 阵 A 是 正 交 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 ; А 的 个 列 向 量 是 标准 正 交 向 量 组 。 


4. 特征 值 与 特征 向 量 


设 А= (ау). п 阶 实 型 方 阵 。 若 存在 某 个 数 4 和 某 个 维 非 零 列 向 量 p 使 
Ар = Ар 
ЖИК А ЖА 的 一 个 特征 值 , 称 p 是 A 的 属于 特征 值 的 一 个 特征 向 量 。 
带 参 数 4 Їй п 阶 方 阵 41, 一 4 称 为 4 的 特征 方 阵 , 它 的 行列 式 |41, 一 A | 称 为 4 的 特 
征 多 项 式 。 称 |41, 一 A|==0 为 4 的 特征 方程 。 
求 方 阵 多 项 式 的 特征 值 ,只 要 求 出 4 的 一 个 特征 值 M, 则 (4) 一 定 是 /(4) 的 特 
征 值 。 


车 A 是 A 的 特征 值 , 则 入 是 А? 的 特征 值 ,二 是 4 的 特征 值 。 


5. 相似 矩阵 


А.В 都 是 2” 阶 方 阵 , 若 存在 冯 阶 可 道 矩阵 己 , 使 得 
РАР = В 

WEK B 是 A 的 相似 矩阵 ,或 说 矩阵 А Б} В 相似 。 对 A 进行 P71AP 变换 称 为 对 4 进行 相 
似 变 换 , 可 逆 和 矩阵 P 称 为 把 4 变 成 B 的 相似 变换 矩阵 。 

设 A 是 一 个 n 阶 方 阵 , 若 存在 nn 阶 可 逆 算 了 泗 P, 使 得 

P™AP = А = дав (А.А, … ,Ns) 

则 称 А ЖИ РАА PE Ш A 可 以 相似 对 角 化 ,简称 A 可 对 角 化 。 

А, Àz stt sÀn 是 方 阵 A 的 m ТУРЕН ору o Pa ott рь 依次 是 与 之 对 应 的 特征 向 量 。 
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如 果 Ai Аз sAm 各 不 相等 , 则 pi ,ps，… ,pa 线性 无 关 。 

车 nn 阶 方 阵 A 与 B 相似 , 则 A 与 B 的 特征 多 项 式 相同 ,从 而 其 特征 值 相等 。 

А 
А 
En ОЕА 与 对 角 和 矩阵 A = у АНИ. ДА, оАо. 5А, 就 是 A 的 全 部 
А, 

特征 值 。 

п 阶 方 阵 A 相似 于 对 角 和 矩阵 会 4 H n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

WME п ПОА 的 nn 个 特征 值 各 不 相等 , 则 А 与 对 角 和 矩阵 相似 。 


6. 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 一 定 是 实数 。 特 征 向 量 一 定 是 实 向 量 。 

实 对 称 和 矩阵 4 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 一 定 是 正 交 向 量 。 

设 A 为 n ХКА ИЕА 是 A 的 特征 方程 的 ~ 重 根 , 则 MT 一 4 的 秩 r (I 一 A)==n 一 r， 
从 而 对 应 的 特征 值 X 恰 有 > 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

对 于 任意 一 个 妈 阶 实 对 称 和 矩阵 4 ,一 定 存在 n MEZE P ,使 得 

А 
P`AP = РАР = Е А = 4 
А, 

对 角 和 矩阵 A 中 的 个 对 角 元 Mi， 就 是 4 的 个 特征 值 。 反 之 ,凡是 正 交 相似 于 
对 角 和 矩阵 的 实 方 阵 一 定 是 对 称 和 矩阵 。 

7. 二 次 型 化 标准 形 


nn 元 实 二 次 型 指 的 是 含有 n 个 未 知 量 工 1 ,x ，… ,zx 的 实 系数 二 次 齐 次 多 项 式 : 
f (2122s En) =an ti Hazai + азза + Баһ? 
十 2aizzizz + 24132123 十 … + 241,215, 


+ 2а2з2223 + "+ +2ах»х, 


+ 2аихзхл 十 … 十 2axzszs 


2 ч И 
i + @@„-а„л»-а 


= а дау (а = арз isj = 1,2, sn) 
只 含 平 方 项 的 二 次 型 称 为 二 次 型 的 标准 形 。 
Р = kiyi у + + knya 
ИННО ЖЖ А, , 心 ,…, 只 在 1, 一 1,0 三 个 数 中 取 值 , 即 能 使 二 次 型 转换 成 


第 4 章 “” 相 似 和 矩阵 及 二 次 型 


51 


V 
a ee ае 
的 形式 , 则 称 为 二 次 型 的 规范 形 。 
任 给 二 次 型 /二 У) 》 ouriri(ay = an) ,总 存在 正 交 变 换 x = Py, 使 /化 为 标准 形 


i=l j=1 
f= А25 tàr + e А, 
WI As ое А, WE ОНЕ А = Саз ) 的 特征 值 。 


8. 惯性 定理 、 正 定 二 次 型 


惯性 定理 ”任意 一 个 元 二 次 型 /二 x"Ax, 一 定 可 以 经 过 可 道 线性 变换 转换 为 规 

范 形 
F zi He 4 zi аы ... 2? 

而 且 其 中 的 & 和 7 是 由 A 唯一 确定 的 (与 所 采用 的 变换 的 选择 无 关 )。k 是 规范 形 中 系数 
为 1 的 项 数 ,~ 就 是 4 的 秩 。 

规范 形 中 的 & 称 为 二 次 型 f= x Ax CORIR E 4) 的 正 惯性 指数 , 称 一 k 为 二 次 型 
SEx" Ax (或 对 称 矩 阵 4) 的 负 惯 性 指数 ,一 (> 一 A) 三 2 一 ~ 称 为 它们 的 符号 差 。 

设 有 二 次 型 /一 xT4xr, 如 果 对 任何 zx 天 0, 都 有 ГС) ОС 700) =0) „ДК /为 正 
定 二 次 型 ,并 称 对 称 和 矩阵 4 是 正定 的 ; 如 果 对 于 任何 z 取 0, 都 有 /Cz) 二 0, 则 称 /为 负 定 
二 次 型 ,并 称 对 称 和 矩阵 A 是 负 定 的 。 

nn 元 二 次 型 /三 xTAx 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 标准 形 的 n 个 系数 全 为 正 , 即 
它 的 规范 形 的 nn 个 系数 全 为 1, 也 即 它 的 正 惯性 指数 等 于 л. 

对 称 矩 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : А 的 特征 值 全 为 正 。 

对 称 矩 阵 А 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : А 的 各 阶 主子 式 都 为 正 , 即 


an т. + АШ 


ап аг 


an 2 0. > ad > 0 


аз аж 
ад ** Qm 


对 称 和 矩阵 4 为 负 定 的 充分 必要 条 件 是 : 奇数 阶 主子 式 为 负 , 偶 数 阶 主子 式 为 正 , 即 
an ** а, 


бел?” >0 (r= 1,2,.…,n) 


ал а 


这 个 定理 称 为 赫 尔 维 茨 定理 。 
4.3 学习 要 点 
对 称 矩 阵 的 对 角 化 问题 是 本 章 的 一 个 重点 。 对 称 和 矩阵 可 相似 对 角 化 ,也 可 合同 对 角 


化 , 求 得 正 交 和 矩阵 了 ,使 得 P-'AP 一 PTAP 一 A 一 diag(X1.4,,…,4,) ,这样 的 对 角 化 既 相 似 ， 
又 合同 。 学 好 本 章 的 关键 之 一 是 掌握 对 称 矩 阵 正 交 相 似 对 角 化 的 原理 和 步骤 ,以 及 其 他 
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念 ,如 向 量 的 内 积 , 长 度 . 正 交 、 施 密 特 正 交 化 过 程 、. 正 交 和 矩阵 ,特征 值 与 特征 向 量 等 ,这 
些 都 是 学 习 对 角 化 问题 的 需要 ,学 习 时 要 注重 其 之 间 的 联系 。 

二 次 型 化 标准 形 是 对 称 和 矩阵 合同 对 角 化 的 直接 应 用 ,必须 掌握 矩阵 表示 ,这 是 用 矩阵 
方法 解决 二 次 型 问题 的 前 提 。 二 次 型 在 解析 几何 、 工 程 技术 、 经 济 学 等 各 方面 都 有 着 广泛 
的 应 用 ,是 一 项 很 有 用 的 知识 ,因此 对 于 用 配方 法 将 二 次 型 转换 为 标准 形 ( 规 范 形 ) 及 惯性 
定理 ,二 次 型 的 正定 等 知识 需要 掌握 。 


4.4 例题 增补 


Ba 已 知 正 交 单 位 向 量 wm 一 [于 ,二 ,到 二 ] ,= 去 汪 ,一 二, 一半]。 
(1) Жаз sa, 使 w ,as ,as ,at 是 正 交 单位 向 量 组 。 
(2) 求 一 个 以 ef ,oz 为 第 1,2 列 的 正 交 和 矩阵 。 
分 析 本题 要 先 找 出 与 已 知 向 量 线 性 无 关 的 两 个 向 量 , 然 后 用 施 密 特 正 交 化 方法 求 
得 正 交 单 位 向 量 。 
Ж (1) 由 于 a а 是 线性 无 关 的 ,所 以 可 取 两 个 向 量 
B = (1.0.0.0). B= (0,0,1,0) 
Ша, sa: ,B; ,8, 线性 无 关 。 
将 w ,az В. „В, 正 交 化 ,得 到 一 个 正 交 向 量 组 : 


И о Аг 
a= (5537272) 
apii] 
nA- et TAa ge (zae) 
у в (В. +a ) (B: +œ) (В. .7:) 


а 1 1 
Вв. za + а (0.0, >) 
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(2) 以 af ,af ,af ,af 作 一 个 矩阵 : 
1 1 2 
ттт ° 
1 1 м2. 
z 2 ЖИ, 
1 1 м2, 
пт о т 
1 1 V2 
z 2 0 =, 
这 个 矩阵 即 为 所 求 。 
= =i ==“ 1 
=] 2 1 =i 
042 设 4=| REZEK Р. РАР 为 对 角 和 矩阵 。 


1 1 ж = 
Ш. =} =] 2 


分 析 对 称 和 矩阵 正 交 相似 对 角 化 的 原理 和 步骤 是 本 章 的 重点 。 本 例 完整 地 给 出 正 交 


相似 对 角 化 的 步骤 ,必须 掌握 其 过 程 , 明 确 每 个 步骤 的 必要 性 和 依据 。 
解 首先 求 4 的 特征 值 。 因 为 
A 一 2 1 1 = 


[АТ—А|= 


—1 1 1 А-2 
所 以 4 的 特征 值 为 1(3 重 ),5。 

当 丸 二 1 时 ,把 入 二 1 代入 齐 次 线性 方程 组 (MT 一 人)x 一 O, 得 
一 1 1 1 —1\{л 0 

1 一 1 一 1 1 || 2 0 
1 一 1 一 1 1 || zs 0 
一 1 1 1 =la 0 


1 1 
1 0 

求 得 一 个 基础 解 系 为 a 二 | ра а 

0 0 


把 它 正 交 化 ,得 


а (а: .В в = [= 


= (А 1) (А — 5) 
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(аз ,8 ) 
а= т nb 


(аз. ) 
(В. .В:) 


в. 


= әј әј әј 


再 单位 化 ,得 


= 


S| 向 еј = =|® 


эө [ы чо 
| 

ө э = = 向 
| 


ЩА =5 时 ,把 А; =5 代入 齐 次 线性 方程 组 (MT 一 人 A)x 一 O, 得 


з 1 1-а 0 
1 з—1 ||| |0 
1—1 3 1lliz| |0 
—1 1 1 ЗЛ 0 
1 
2 
1 _ й 
—1 2 
求 得 基础 解 系 为 w = ў ,再 单位 化 得 ра = i 
1 要 
26 
2 
Pi + Pe > рз. Pa 是 4 的 一 组 正 交 的 单位 向 量 , 以 它们 为 列 作 一 个 矩阵 ; 
2 & B 1 
2 6 6 2 
2 6 B 1 
2 6 6 2 
Р= 
о © 4% _1 
3 6 2 
_ 1 
0 0 А о 


则 己 是 一 个 正 交 和 矩阵 ,而 且 有 
P-4P = diag(1.1,1,.5) 


wa D |ы 
例 4-3 wa- ыр 
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-要 


分 析 本 例 的 目的 是 掌握 用 矩阵 对 角 化 理论 计算 矩阵 的 寡 次 多 项 式 , 若 Р САР= 
A , 则 A*= 二 Pdiag(X4,… АРТ. 


解 ao ”| 是 对 称 短 阵 ,因此 可 以 对 角 化 , 即 有 可 首 条 阵 卫 及 对 角 短 阵 A ,使 


得 PAP=A ,于 是 A 二 PAP 下, 从 而 A 二 Pdiag(X4 ,…,X)P-!。 
2—2 1 


AT 一 水 | 一 
aa 站 ”ia 


=-o-DO-3), 可 得 4-| i шмш 


Аа=1, а= 3 


1 0 1 0 
4-[ a i a 
о з 0 3" 


ИНЕШ Aa 一 1 的 特征 向 量 为 6 一 | 


所 以 ， 


对 应 特征 值 ) 一 3 的 特征 向 量 为 e=| | 。 


Р О РОНЕ. 
жи рее 1601 1). Р 


1 үп 1 1 1 二 
== ШИШ JAE 
2u —1Д0 3JU —1 211—3" 1+3" 
0 1 1 = 
i т еу 1 t = 1 
例 4-4 HORE f (x1r s 23sx) =X Ax 的 矩阵 为 A 二 i ==] 0 1 ,用 


一 1 1 0 


1. 从而 有 


正 交 变 换 把 它 转换 为 标准 形 。 

分 析 ”本题 的 目的 是 掌握 用 矩阵 形式 给 出 二 次 型 的 方法 ,要 求 必须 熟练 掌握 二 次 型 
的 矩阵 表示 。 

解 ” 先 求 出 A 的 特征 方程 和 特征 值 : 


й =й = 1 й =i =={ї 1 
= 4 1 1 Е Е! 
[АТ —A| = = (4—1) 
=j i Ж =й 1 ъ ği 
1 —1 —1 А 1 —1 —1 А 
Е i 1 
о W441 2 =2 
= (А—1 = (à— 1)? (2? + 24 — 3 
‹ Jo 2 А+1 —2 ( ш ) 
0 0 0 24—1 


= (А—1)%(А+3)=0 
А 的 三 个 特征 值 为 A1 二 一 3,As 二 Xs 二 二 1。 
ТА = —3 的 特征 向 量 满足 : 
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—Эж — хә — аз Ft 
~ar Зло Frs 2а = 0 
= 2: — Заз — ха = 0 
аі — 22 — жз — Зла = 0 

1 
=f 
一 1 

1 

其 求解 方法 是 : 把 前 两 式 相 加 得 zi 十 zx 二 0; 把 后 两 式 相 加 得 zs 十 zx, 二 0; 把 中 间 两 
式 相 减 得 r: =x; 于 是 一 x 二 zs 二 x3 一 Xz,。 
属于 三 重 根 :一 1 的 特征 向 量 满足 zz 一 x2 一 zs 十 x4 二 0。 用 直观 法 即 可 求 出 三 个 两 
两 正 交 解 (然后 再 单位 化 ) : 


可 取 单 位 特征 向 量 pi = 


1 0 ф 
_ f 1 É 0 2.3 m 
P: Zlo Рз 5\1 Ра 2 1 
0 1 | 
1 1 1 
т о Ж 
Æ iyl 
ее 2 JZ 2 . _ 
于 是 ,找到 正 交 和 矩阵 P= i i { ,经 正 交 变换 х= Ру 后 , 原 二 次 型 化 为 标 
зт 05 в 
1 1 1 
т ш? 


准 形 f= 3y tyi tyi tyi o 
4.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


习题 4-1 
4 


1 1 
2. Ва = а-а 
1 3 


9 


:用 施 密 特 方法 把 这 组 向 量 正 交 化 。 
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} 1 
(аз В.) (аз .В.) 14 8 
Ёо (вв) (в.в) | || 2 


3. 下 列 方 阵 是 否 为 正 交 和 矩阵? 说 明理 由 。 


oja |= o|o 


ojx әјә әјә 


(2) | 一 


x= | 


oja ojo cl 


解 〈1) 不 是 ,因为 第 1 个 列 向 量 不 是 单位 向 量 。 
(2) 是 ,因为 此 矩阵 的 3 个 列 向 量 构成 规范 正 交 基 , 即 它们 两 两 正 交 ,并 且 都 是 单位 
向 量 。 


习题 4-2 
1. 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 。 
=1 1% 0 
0) |4 30 
10 ® 
Ati =1 б 
解 4 的 特征 方 阵 为 MT 一 4=| 4 4—3 0 |。4 的 特征 方程 为 
=} 6 4-2 


[АТ —А| 
—1 0 1 一 2 
可 得 4 的 特征 值 为 ;一 i* 王 1,.)3 一 2。 

用 来 求 特征 向 量 的 齐 次 线性 方程 组 为 


А+1 一 1 0 21 
4 4—3 0 Tz 
=} 0 4—2/)/\ лч 


Zl 


(АІ —A)x = 


2ху—х;=0 
Ж А =А =1 的 特征 向 量 р= | x mel 十 2z 一 0, 可 求 出 特征 向 量 pi = 


23 xı Баз =0 


属于 二 hs 二 1 的 特征 向 量 全 体 为 {kp11kER Н 6320}. 


=A 
=2 j. 
й 


— 3а х: =0 0 
We р: = è 
xı =0 1 


Xl 


属于 4 二 2 的 特征 向 量 p= 


22 


T3 
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v 


属于 4s 二 2 的 特征 向 量 全 体 为 {kp21kER Н k#0}. 

2. 已 知 三 阶 和 矩阵 A 的 特征 值 为 1,2,3, 求 A 一 54’ 十 74 的 特征 值 。 

解 令 p00)=* 一 5X 十 74。 因 1,2,3 是 A 和 4 的 特征 值 ,从 而 ф(1)=3,ф(2)=2,ф(3)=3 
是 p (А) =A? — 5A? РТА 的 特征 值 。 

з. 已 知 三 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1,2, 一 3, 求 |4* 十 34 十 2I|。 

解 ” 由 特征 值 性 质 得 |A|= 二 1X2X (一 3)== 一 6, 知 A 可 道 ,从 而 A* ==1A1A7! 
一 64-!, 有 


А" 十 34 十 21 =— 647! + ЗА + 21 


令 фО)=—6А71++34+2„ AX 1,2,3 是 4 的 特征 值 ,从 而 Ф(1) = —1,ф02) =5, 
Ф0—3) = —5 是 Ф(А) =А* +3A +21 的 特征 值 , 即 


| A* +3А + 21 | 1х5х (5) = 25 
习题 4-3 
00 | 
1. 设 4=|1 1 xz|, 当 zz 为 何 值 时 ,和 矩阵 A 能 对 角 化 ? 
її 
ү! б —1 
解 А-А | 1 4—1 —х|=(А+1)(4—1)°* 得 4 的 特征 值 为 
1 0 А 
imi 1 
对 应 单 根 4 二 


一 1, 可 求 得 线性 无 关 的 特征 向 量 恰 有 1 个 ,因此 矩阵 可 对 角 化 的 充分 
必要 条 件 是 对 应 重 根 妨 二 Xs 二 1, 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 方程 (I 一 A)x 二 O 有 两 个 
线性 无 关 的 解 , 亦 即 rx(I 一 4A) 二 1。 由 于 


Lo s 10 =I 
(1—А) 1 0 * H0 0 1+= 
=p 0 1 0 0 0 


要 使 "CI 一 4) 王 1, 则 1 十 z 一 0, 即 xz 一 一 1。 
因此 , 当 z= 一 1 时 ,矩阵 4 能 对 角 化 。 


习题 4-4 
0 =1 1 
1; кна: 0 1 | 的 正 交 相 似 标 准 形 。 
由 ig 
—А —1 1 
解 由 |4 一 iT| 1 А 1 (А—1)2 (4 十 2) 求 得 4 的 特征 值 为 
1 1 一 


жан ЕЕ AKE 
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v 
2xı — x: Hx; =0 = 
а 
zl 十 zz 十 2zs 一 0 48 1 
=z; ~: Бхз =0 
属于 4, 二 Xs 二 1 tii | 
zi 十 zz 一 Zs 一 0 
ee 1 
n-a | р, = |1 
V2 0 % 2 
令 
=й _% Щ 
Зз 42 46 
1. 1 1 
Р = (р рг.рз)= | у= 5 т 
I y2 
V3 V6 
W P ЕЯ И, АЖ 
一 2 
poar = mae | 1 ja 
1 
2 —2 0 
2, Е 1 一 2 | 的 正 交 相似 标准 形 。 
о = 0 
И шь 0 
f 由 |4 一 iT| | 2 3 —2|=(à—1) (4—1) (4 十 2) 求 得 A 的 特征 值 为 
0 一 2 2 
à 一 一 2， =l, А = 4 
4х\—2х;=0 1 
ЖА =—2 нти 2 т-а солинин pi 3) 
— 21: +223 =0 2 
2—2. =0 


JRF àa =1 的 特征 向 量 满足 | =ч 
= 


= 


属于 А =4 的 特征 каяа} 一 3zz: 一 


一 2z? 一 
令 


一 2zz 一 0 


423 =0 


2zs 二 0, 取 单位 解 向 量 р. = 让 
23=0 


2zs 一 0, 取 单位 解 向 量 ps = 


| 
t) 


1 2 2 
Р = (р.разра) = |2 1 —2 


2 —2 1 
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则 P 为 正 交 和 矩阵 ,上 且 有 


习题 4.5 
2. 用 正 交 变换 转换 [一 2zi 十 3z 十 3 如 十 4zszs 为 标准 形 。 


解 二 次 型 了 的 矩阵 为 
2 0 0 
| 3 | 
023 


下 面 求 一 个 正 交 矩阵 Р, PAP 为 对 角 
A 的 特征 多 项 式 为 


[АТ —А| (А—2)(4А—1)(А—5) 


0 2 A 一 3 


所 以 4 的 特征 值 为 
м =1, %=?2, hs=5 


МА =1 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (I 一 4)x 二 0. 即 

| 0 о\ү(х\ 0 
0 一 2 -站 
о == 0 =Z] (0 0 


dii @ 


ло =2 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (21 一 A)x 二 0, 即 
0 0 01fz 0 
0 1 -| 2 -| 
0 一 2 一 1 八 zs 0 
0 


H А, =5 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (51 一 A)x 二 0, 即 


3 0 өүү 
0 2 一 2|| zz |= 
0 =з 2)\аз 


得 单位 特征 向 量 р. = 


J 


0 
wanman} 
1 
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要 
о1о 
Е" 
S Р= (р.р .рз) =] /? ”V2 |, 则 P 是正 交 和 矩阵 。 经 过 正 交 变换 x 二 Py, 即 
1 1 
< 0 < 
V2 V2 
Ty = ye 
anla Л, 
S == ока ta” 
1 
T3 5 tR” 
将 了 转换 为 标准 形 : 
f= уй +2y +57 
习题 4-6 


用 配方 法 转换 下 列 二 次 型 为 标准 形 ,并 写 出 所 用 变换 的 矩阵 。 


(1) (zyzayzs) 一 好 十 3 好 十 5z 十 2zizs 一 4zlzs 


(2) єл, 22523) =2112251-220120з 22223 


03) (zyzzyzs) 一 2 好 十 好 十 4z3 十 2zizs 一 2zzzs 
解 (1) (ао) =x} 3а +522 +2212: — 42123 
(titr — 223)? — 22 tr Hita ta t 
= (ti Hri — 2x) +25525 4223 
= (21 Ба 2a) +202 ta a 


二 
yı =x аз 223 = gr Т?» 
9.020 Баа) ЭШ, 1, _ , 便 可 将 二 次 型 转换 为 标准 形 ; 
2 Y2 Уз 
Уз FT; А 
Хз Уз 
f(z) = (Су) = у} + у — уб 
所 用 的 变换 矩阵 为 


0 
CY Fini sassa j =at Ha rims | os 
=(а Hz)? Ба 22023 


= (а ta) 205-00, Баз) 
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要 


У 217723 Tı = у уг уз 
路 -= н , 便 可 将 二 次 型 转换 为 标准 形 : 


хз =— у, +y; 


Уз 12 TT 


fæ) = (Су) = уі — y + y 


所 用 的 变换 矩阵 为 
п а = 
c=|0 1 0 
0—1 1 


(3) ў (21 2225) =2224+25 4251-25120: — 220223 


=211 +2215 23 425—223 


- (2 + =”) +-раї}++244—?азлу+Н24$ 
-(#« +") +e л) + (fazrs)’ 
1 1 1 1 
1 2ху+ 1 = 1 2 3 
y /2х 7 £. 7? > > 
令 эрла ау а= 2 у ЕУ? уз , 便 可 将 二 次 型 化 为 标准 形 : 
РЕ 
РА 一 Er， T3 B” 
f) = /(Су) = у} Hy + у% 
所 用 的 变换 矩阵 为 
S 
1 
С=—|0 2 
#8 0 
习题 4-7 


判定 下 列 二 次 型 的 正定 性 。 
(1) f (£i 22523) = 291—622 —425 +2212 -?х1лз 
(2) (21,2223) =2 +322 +922 -192* — 2212, Hetis 2212—6024 


一 2 1 1 
解 (1) 由 于 А= I = 0j, an=—2<0 
1 0 一 4 
一 2 1 1 
=®@ 1 
1 * 一 11 之 0， ї ==6 о|=—38<0 
І 0 —4 


故 7 为 负 定 。 
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V 
1 =1 2 1 
M s ® = Е 
(2) 由 于 бе 3 оос йе зац =1>0 
1 一 3 一 6 19 
1 一 1 2 
Ё |->, —1 3 0|=6>0, |4|=24>0 
2 09 
故 /为 正定 。 
总 习题 4 
1. 选择 题 。 
(1) 车 二 阶 和 矩阵 A 与 B 相似 ,4 的 特征 值 为 一 2,9, 则 В 的 特征 值 为 ( 
А, 2,—9 B. 一 2,9 С, —@г—@ Р”. 2,9 
(2) FORE А 的 特征 值 为 一 1,1, 则 34 一 I 的 特征 值 为 ( ў. 
А. 2,—4 В. —2,4 С, —@;—@ 天 2,4 
(3) EOE A B 相似 ,A 的 特征 值 为 一 1,2, 则 |B| 为 ( ў. 
А. 一 2 В. =1 ©. 2 Di 1 


(4) ТА 为 四 阶 矩 阵 4 的 特征 多 项 式 的 三 重 根 , 则 A 对 应 于 4 的 特征 向 量 最 多 
有 ( ) 个 线性 无 关 。 
А. 3 В. 6,22 D. 4 
(5) 车 4 为 n ЭРИНЕ. HORE Сау оо ео) =хТАх 正定 , 则 下 列 结论 不 
正确 的 是 ( Ya 
A. 4 的 特征 值 全 为 正 B. 4 的 一 切 顺序 主子 式 全 为 正 
C. 4 的 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 正 D. 对 一 切 n 维 列 向 量 x ,x Ax 全 为 正 
2. 填空 题 。 
(1) 车 A 为 正定 矩阵 , 且 АТА=[1,Ш|А|= 
(2) К flrs zsz) = 5а Ha +52} 十 4zizs 一 8zizs 一 4zszi 是 否 正定 


G) 若 二 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 一 1 Т.ДА | = 
(4) 用 矩阵 记号 表示 /=zx? 十 4zy 十 4y? 十 27z 十 z? 十 4yz 


D „ы эш. 
2 2 2 2 
Тї 1 A 
2 2 2 2 
(5) 矩阵 A=| | 1 EB HIE ZHE E а 

= 二 0 0 
2 2 

0 0 


al- 
al- 
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з. 判断 题 。 
(1) 车 和 矩阵 4 可 对 角 化 , 则 4 — EA n 个 互 不 相等 的 特征 值 。 


(2) Жп ЙГ И: А 与 B 相似 , 则 4 与 B 的 特征 多 项 式 和 特征 值 都 相同 。 


(3) 矩阵 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 是 唯一 的 。 
(4) 若 三 阶 和 矩阵 4 有 3 个 特征 值 , 则 A 能 对 角 化 。 
(5) Æ A,B REEE, AB 未 必 是 正 交 和 矩阵 。 


4. 计算 题 。 
1 Ји = 
OD 试用 施 密 特 法 把 向 量 组 Ca асга) _， 1 | 正 交 化 。 
1 1 0 
(2) REINE MENAS AERE AE 
1 一 L 28 
ol || ©j2 1 3 
3 3 6 


(3) 用 矩阵 记号 表示 下 列 二 次 型 。 

Ф /=х*+у*—17«%—2ху—4хт—4уе 

四 у= х2: +25 25 — 2z dns 2012, -6х:23—42224 
(4) 将 下 列 二 次 型 化 成 标准 形 。 
Ф f=2x} +3} +324 H4rzx; 
О y= tatata i 2a I aa F 
(5) 判别 下 列 二 次 型 的 正定 性 。 

Ф 一 一 2z 一 6 光一 4z2 十 2zy 十 2zz 

© у= 21-325 +922 — 202, HATT; 


1, <) В (2) A (3) А (4) A (5)D 
2 (12 1 

(2) 是 

(3) 一 1 


ї 2 О 
(4) (х,у, )|2 4 2 |у 
1 2 Uk 


(5) Ж 
3. (1) х (2) -/ (3) х (4) X (5) X 


4. (1) 根据 施 密 特 正 交 化 方法 , 令 


一 一 一 一 一 


ы ч ы ы ы 
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vw 
1 
0 
b, =a, = —1 
1 
1 
= (а,Ь) _ 1—3 
жы ьо)" 33| 2 
1 
(аз.Ь\) (аз.Ь›) 1, 
шы >Ш ab S 
故 正 交 化 后 得 
1 1 
Ъ тт 
0 一 1 + 
СЬ...) = 
-1 2 Ж 
3 5 
1 4 
1 з 5 
ЗЯ Е 
(2) © 特征 值 为 =2,4. =3,Ру ( |] 2 
1 
=j 一 1 
@ 特征 值 为 =0.А, 1,4з=9›Р, 1 |;P: 1 |;P; 
1 0 
ї =1 =2{ү® 
(3) Ф /=(2,у,2)| 1 1 一 2 
一 2 一 2 一 7? 八 = 
HW = 
= | 
© у= lrir 2 з j б м 
її д 10 24 


(4) Ф у=2у +5y +y; 

Q@ [= —у +3 tyi tyi 
(5) © /为 负 定 

© /为 正定 


= v|= юе 


线性 代数 应 用 简介 


5.1 基本 要 求 


(1) 理解 投入 产 出 模型 的 概念 ; 了 解 直接 消耗 系数 及 其 矩阵 、 完 全 消耗 系数 及 其 矩 
阵 的 性 质 。 
(2) 掌握 消耗 平衡 方程 组 及 分 配 平 衡 方 程 组 的 解法 ; 能 根据 实际 问题 编制 投入 产 


(3) 了 解 线性 规划 问题 数学 模型 的 一 般 形 式 、 标 准 形式 ; 了 解 线性 规划 问题 的 几 个 
基本 概念 和 单纯 形 表 的 结构 。 

(4) 掌握 将 线性 规划 问题 数学 模型 的 一 般 形 式 转换 为 标准 形式 的 方法 、 线 性 规划 问 
题 的 解 的 判别 方法 .单纯 形 方法 ; 会 建立 线性 规划 问题 的 数学 模型 。 


5.2 ”内容 提要 


1. 价值 型 投入 产 出 模型 的 定义 与 记号 


假设 一 个 经 济 系统 是 由 个 生产 消费 部 门 组 成 的 ,在 利用 投入 产 出 方法 进行 经 济 活 
动 分 析 和 计划 工作 前 ,首先 要 根据 某 一 年 份 的 实际 统计 资料 ,将 这 个 生产 消费 部 门 以 及 
它们 之 间 的 数量 依存 关系 按 一 定 顺序 编制 一 张 投 入 产 出 表 。 如 果 这 些 统计 数据 是 以 货币 
为 统一 价值 单位 , 则 称 其 为 价值 型 投入 产 出 表 , 如 表 5-1 所 示 。 

Ж 5-1 的 水 平方 向 反映 各 部 门 产品 按 经 济 用 途 的 使 用 情况 。 

各 部 门 产品 可 分 为 中 间 产 品 和 最 终 产品 两 大 部 分 。 中 间 产 品 是 指 在 生产 领域 中 尚 须 
进一步 加 工 的 产品 ,最终 产品 是 指 在 生产 领域 中 已 经 最 终 加 工 完 毕 , 可 供 社会 消费 和 使 用 
的 产品 。 

表 5-1 的 垂直 方向 反映 各 部 门 产 品 的 价值 构成 。 
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wv 
+51 价值 型 投入 产 出 表 
7° п 
中 间 产 
Жы 窟 出 т 最 终 产 品 总 产 出 
投 入 1 2 п 
1 Tu тї? Tı, у Tı 
2 ха Tn I» ЕД 22 
中 间 投入 
п Ж Enz T, Yn Tn 
初始 投入 ЕЯ zz =, 
总 投入 Zl 22 ЕА 


各 部 门 产品 的 价值 由 中 间 投 入 和 初始 投入 两 部 分 组 成 。 中 间 投 入 是 指 各 部 门 对 某 一 
部 门 投入 的 中 间 产 品 数量 , 即 该 部 门 在 生产 过 程 中 所 消耗 的 中 间 产 品 数量 ; 初始 投入 是 


指 各 部 门 固定 资产 和 劳动 力 等 投入 的 数量 。 


表 5-1 中 z 表示 第 i 个 部 门 的 总 产 出 或 总 投入 ; у; 表示 第 i 个 部 门 的 最 终 产 品 数 
Шз zz 表示 第 j 个 部 门 在 生产 过 程 中 消耗 第 i 部 门 中 间 投 入 数量 或 第 i 部 门 分 配给 第 
J 部 门 的 中 间 产 品 数量 ,也 称 为 部 门 间 的 流量 ; с, 表示 第 j 部 门 的 初始 投入 。 
Ж 5-1 的 前 n 行 组 成 了 一 个 横向 长 方形 表 , 横 向 长 方形 表 的 每 一 行 都 表示 一 个 等 


式 , 即 
жу = Xu 二 zw 二 tz 二 yy 
Zz = та хо + Ба, уг 
Ж = 2а taat taata 
或 简写 为 


== Жы, + у; 
Jma 
式 (5-1) 和 式 (5-2) 都 称 为 分 配 平衡 方程 组 。 
K 5-1 中 前 列 组 成 了 一 个 竖 向 长 方形 
式 , 即 
Zl = ху xa 


х = хы H Tz + 


G = 1,2,+*,л) 


(5-2) 


表 , 竖 向 长 方形 表 的 每 一 列 都 表示 一 个 等 


十 下 十 zn 十 各 


上 а H ze 


а = а a 


х; = Уа Ре, 
式 (5-3) 和 式 (5-4) 都 称 为 消耗 平衡 方程 组 。 


tarti 


G = 1,2,--+,п) 


(5-3) 


(5-4) 
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ш> 


分 配 平衡 方程 组 和 消耗 平衡 方程 组 统称 为 投入 产 出 平衡 方程 组 。 


2. 直接 消耗 系数 
(1) 定义 。 第 j 部 门生 产 单位 产品 直接 消耗 第 i 部 门 的 产品 量 , 称 为 第 7 部 门 对 第 
i 部 门 的 直接 消耗 系数 , 记 作 ay , 即 


ар = Gj = 1,2,° п) (5-5) 
各 部 门 之 间 的 直接 消耗 系数 构成 的 BAERE PRAI ЕЗЕН FE R BOE ИЕ ЛО Е 
А = (as), 
由 式 (5-5) 得 
ху = азж (isj = 1,2,++,п) 
代入 分 配 平衡 方程 组 ,得 
wi = апа Бава + Бах, у 
22 ат + алг ЫЕ азы» Уг 
En = аах Бает +} + Бах, F Yn 
或 简写 为 
Zi 一 Dazz; +y (т=1,2,+*,п) 
j=1 
代入 分 配 平衡 方程 组 ,得 
Tı ant ant: 十 … ал21, zı 
T2 aT аваз 十 … ам» 22 
En = QinZl Баһ 十 … Бах, + 2, 


ау = Datz G =1,2, sn) 
=] 


分 配 平衡 方程 组 和 消耗 平衡 方程 组 的 矩阵 表示 为 
Х=АХ+Ү 或 (I—A)X =Y 
Х=СХ+7 或 (1—-С)Х=7 


其 中 ， 
Si 0 5% 0 


Æ z; 
x = |, ж=| |, c ч 
2 СА z, ` 
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矩阵 C 称 为 中 间 投 入 系数 矩阵 。 
(2) 直接 消耗 系数 矩阵 A 具有 以 下 性 质 。 
Ф 所 有 元 素 均 非 负 , 且 0<ау<10,7=1,2,---,п). 


@ 各 列 元 素 的 绝对 值 之 和 均 小 于 1, 即 Ў |, 110 = 1.2。 


з. 平衡 方程 组 的 解 


1) 消耗 平衡 方程 组 的 解 
若 直 接 消 耗 系数 wy 是 已 知 的 数值 ,将 其 代入 消耗 平衡 方程 组 ,得 到 


(1 == Dia )2 =z; ()=1,2,++,п) 
则 上 式 中 的 两 组 未 知 量 т.е, 中 ,只 须知 道 其 中 一 组 数值 , 即 可 求 出 另 一 组 未 知 量 的 
数值 。 
Q) EBA хт, 的 数值 , 则 求 z; 值 的 公式 为 


zj 一 {= Sia )т, (j = 1,2,++,п) 
或 表示 为 矩阵 运算 公式 
Z= (I—OX 
(2) 若 已 知 x 的 数值 , 则 求 zx 值 的 公式 为 


z= (1 一 Ха. “е; G=1,2,,n) 
i=l 
或 表示 为 矩阵 运算 公式 
х=(ї—С)?7 
2) 分 配 平衡 方程 组 的 解 
若 直 接 消 耗 系数 a; 是 已 知 数值 ,将 其 代入 分 配 平衡 方程 组 ,得 线性 方程 组 


(1 一 aii)zi — anz: 一 … — аһ, = Jı 


аһ + (1—аш)х›; ат, Уг 


аал — азж — *"* — (1 —а,)х, = у, 


用 矩阵 表示 为 
(I—A)X =Y 
有 以 下 两 种 情况 : 
(1) 若 已 知 z; 的 数值 . 则 求 y: 值 的 矩阵 运算 公式 为 
Y = (1—А)Х 


(2) 若 已 知 y; 的 数值 , 则 求 zx 值 的 矩阵 运算 公式 为 
X= (= 
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4. 完全 消耗 系数 


第 j 部 门生 产 单位 产品 时 对 第 i 部 门 产品 量 的 完全 消耗 的 产品 量 , 称 为 第 j 部门 对 


第 i 部门 的 完全 消耗 系数 , 记 作 b; , 即 


bs = az + Sa (i,j = 1,2,+,п) 
k=1 


Jeh, Ума» 表示 间接 消耗 的 总 和 。 


= 
各 部 门 之 间 的 完全 消耗 系数 构成 的 阶 和 矩阵 , 称 为 完全 消耗 系数 矩阵 , 记 作 


В = (0), 
此 时 ,公式 (5-6) 的 矩阵 表示 式 为 

В = А + ВА 
由 矩阵 运算 A=B(I—A) 


В = А(1— А) = (1— А) — СПА) ИА)" = (1— А)! 


得 到 完全 消耗 系数 的 计算 公式 为 
下 一 (一 人) 一 一 了 


5. 线性 规划 问题 的 数学 模型 
1) 一 般 形式 


(5-6) 


求 取 一 组 变量 zx (j 二 1,2,…,n) ,使 之 既 满 足 线性 约束 条 件 , 又 使 线性 的 目标 函数 取 


得 极 值 的 一 类 最 优化 问题 , 称 为 线性 规划 问题 。 
线性 规划 问题 可 用 数学 语言 描述 如 下 。 
目标 函数 , max( 或 min)S = сулу 十 cazs ++ F ntn 


ап Hana: + ~" Hant < (=, >)b 


апл Hazar: +*+ ant < (=, 22) 
约束 条 件 ; 
amiT + ах + а=, = (=, >)Б„ 
ху 0 (= 1,2, ,п) 
Җир saj В.с (1,2,5 ,m3 j 二 1,2，,…,n) 均 为 常数 。 
把 式 (5-7) 称 为 线性 规划 问题 的 数学 模型 一 般 形式 ,简写 为 
目标 函数 : max( 或 min)S 一 Doz; 


j=1 


Dasz; < (=, >)b; (i= 1,2, ,m) 
约束 条 件 : 1=1 


т) 20 G = 1,2,°,n) 
Ж 有 时 候 将 20 称 为 变量 的 非 负 约束 条 件 。 
2) 标准 形式 


(5-7) 


(5-8) 


从 式 (5-7) 可 以 看 出 ,线性 规划 问题 的 一 般 形式 包含 了 线性 规划 问题 的 多 种 形式 ,这 
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对 我 们 阐述 一 些 基本 概念 和 求解 方法 带 来 不 便 , 因 此 ,规定 一 种 线性 规划 问题 的 标准 


形式 。 
规定 标准 形式 有 以 下 特点 。 
(1) 求 目标 函数 的 最 大 值 。 
D 所 有 的 约束 方程 都 用 等 式 表示 。 
(3) 所 有 的 变量 都 是 非 负 的 。 
(4) 约束 方程 等 式 右 端的 常数 ( 称 为 约束 常数 ) 都 是 非 负 的 。 
一 般 地 ,线性 规划 问题 的 标准 形式 如 下 : 


maxS = сх 十 czzz Hee сс, 


аһ + ах» 十 … Бах, bi 


азху Harat Hee аһ, = bz 


ал21 + аһ 2х2 十 "e Tama = bm 
х) >0 ()=1,2,+е,п) 
其 中 ,三 0G 王 1,2,…,m)。 线 性 规划 问题 的 标准 形式 也 可 以 写作 


п 
maxsS = Усул, 


=“ 


Уа, =b (6,20; = 1,2,°,m) 
s. t, 471 


ху 之 0 (G = 1,2,.,n) 
用 矩阵 表示 为 
maxS = СХ 
АХ =b 
s.t 
人 20 
其 中 : 
С= (су е с,) 
Х= (ж 2 ух 
ап аш ам 
фе ад Зи аһ 
йы йы ** аа 
ГД 
一 | =o 


(5-9) 


(5-10) 


(5-11) 
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3) 线性 规划 问题 的 几 个 基本 概念 
对 于 线性 规划 问题 
maxS = bs 
Si = СЬ, 20; i = 1›,2,++,т) (5-12) 
S. t 931 
23220 (ј = 1,2," п) кы 
有 以 下 几 个 基本 概念 。 


(1) 可 行 解 。 满 足 线性 规划 约束 条 件 的 解 X= (ziyza，…zo)7 称 为 线性 规划 问题 的 
可 行 解 。 所 有 可 行 解 的 集合 称 为 可 行 域 或 可 行 解 集 。 

(2) 最 优 解 。 使 线性 规划 的 目标 函数 达到 最 大 的 可 行 解 称 为 线性 规划 的 最 优 解 。 

G) 基本 解 。 设 A 是 约束 方程 组 (5-12) 的 (mX7) 阶 的 系数 矩阵 (mm 二 n) ,其 秩 为 m, 
W A 中 任意 m 个 线性 无 关 的 列 向 量 构成 的 (mxXm) 阶 子 矩 阵 , 称 为 线性 规划 的 一 个 基 和 矩 
阵 或 简称 为 一 个 基 , 记 作 B。 显 然 ,B 为 非 奇 异 和 矩阵 , 即 | 了 | 天 0。 

组 成 基 矩 阵 的 m 个 列 向 量 称 为 基 向 量 ,其 余 的 2 一 六 个 向 量 称 为 非 基 向 量 ; Бот A 
基 向 量 相对 应 的 m 个 变量 称 为 基 变 量 , 其 余 的 ”一 疡 个 变量 则 称 为 非 基 变量 。 显 然 , 基 变 
量 随 着 基 的 变化 而 变化 , 当 基 被 确定 以 后 , 基 变 量 和 非 基 变量 也 随 之 确定 了 。 

若 今 约束 方程 组 (5-12) 中 的 n 一 m 个 非 基 变量 为 零 , 再 对 余下 的 m 个 基 变 量 求解 ,所 
得 的 约束 方程 组 的 解 称 为 基本 解 。 基 本 解 的 个 数 总 是 小 于 等 于 C” 的 。 

车 设 В= (р pe … pa) 为 线性 规划 的 一 个 基 , 于 是 xz;(i 二 1,2,…,m) 为 基 变 量 ， 
Zj(j= 二 Mm 十 1,m 十 2,…,n) 就 为 非 基 变量 。 现 令 非 基 变 量 zw+l о 二"… 二 x 二 0, 方 程 
组 (5-12) 就 变 为 


ахлу Бараз +" Бань = bi 


апл Hant +" Наыхл„ = bz 


Baiti аах: + а, = ba 
ЖУН m 个 方程 ,zz 个 未 知 数 , 可 唯一 地 解 出 у ,zs，… ,zn， 因 此 向 量 
Хх (xı sT2 9 9 Tm 0,550)T 
par 
就 是 对 应 于 基 B 的 基本 解 。 
(4) 基本 可 行 解 。 满 足 非 负 条 件 (5-13) 的 基本 解 称 为 基本 可 行 解 ; 对 应 于 基本 可 行 
解 的 基 称 为 可 行 基 。 
显然 ,基本 可 行 解 既是 基本 解 ,又 是 可 行 解 。 一 般 情况 下 ,基本 可 行 解 的 数目 要 少 于 
基本 解 的 数目 ,最 多 两 者 相等 。 
当 基 本 可 行 解 的 非 零 分 量 个 数 恰 为 m 时 , 称 此 解 是 非 退化 的 解 ; 如 果 有 的 基 变 量 也 
取 零 值 , 即 基 本 可 行 解 的 非 零 分 量 个 数 小 于 m 时 , 称 此 解 是 退化 解 。 


6. 单纯 形 表 
设 т 阶 和 矩阵 B 为 线性 规划 问题 
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тах$ = CX 
АХ =b (6; 2 0) 


5. 1. 
ан. 22:0 


的 一 个 基 ,Cs 表示 基 变 量 在 目标 函数 中 的 系数 组 成 的 行 矩 阵 , 记 
СВА С = (ba bo … bon) 
СьВ'Ь == Бо 

йй, Ба a Ék 

ы b == ы 


了 -4 = 
бы ba ue Ons 
binya 

-0 = benti 
bmn+i 


则 对 应 于 基 B 的 单纯 形 表 T(B) 为 : 
Фор po "=" bon bonyi 
bn bis ** bis була 


Т‹В) = | bn б» * bum bony 


bm бз ** bmn Dmntl 
表 中 的 第 1 行 除 最 后 一 个 分 量 外 ,其 余 n 个 分 量 为 检验 数 boj(j 二 1,2,…,n); 表 中 最 
后 一 列 的 第 1 个 分 量 b+1 为 对 应 于 基 В 的 目标 函数 值 ,其 他 т У bini (i 二 1， 
2,…,m) 就 是 对 应 于 基 В 的 基本 解 中 变量 的 值 ( 非 基 变量 取 0 值 )。 


7. 基本 定理 
最 优 解 判 别 定 理 : 对 于 基 В. 


[8710 |220, | CsB-4 一 C| 二 0 
则 对 应 于 基 B 的 基本 解 X 便 是 最 优 解 , 称 为 基本 最 优 解 , 而 基 В 称 为 最 优 基 。 


8. 基本 解 题 方法 和 步骤 


D 编制 计划 期 的 投入 产 出 表 的 步骤 

(1) 决定 计划 期 的 最 终 产品 量 Y。 

(2) 利用 报告 期 的 直接 消耗 系数 矩阵 4, 求 出 逆 和 矩阵 (I 一 人 A)-: ,并 利用 公式 х= (I 一 
A)71Y, 求 出 计划 期 的 总 产 出 量 等。 

G) 利用 公式 zy аз (i,j 二 1,2,…,n) , 求 出 计划 期 各 部 门 之 间 的 中 间 产 品 ту. 

(4) 利用 公式 zj 二 ayzj(i,j 二 1,2,…,n) , 求 出 计划 期 各 部 门 的 初始 投入 =, 

(5) 根据 上 述 结果 ,编制 计划 期 的 投入 产 出 表 。 
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2) 建立 经 济 问题 的 线性 规划 数学 模型 的 步骤 

(1) 确定 决策 变量 六 。 确 定 决 策 变量 ,就 是 确定 优化 的 内 容 和 对 象 。 决 策 变量 是 不 
同方 案 赖 以 区 分 的 根据 ,一般 情况 下 ,不 同 的 决策 变量 表示 着 不 同 的 方案 。 

(2) 确定 目标 函数 S。 优 化 的 目标 是 经 济 管理 工作 者 选择 的 标准 ,线性 规划 模型 中 
的 目标 函数 是 决策 变量 的 线性 函数 , 它 反映 经 济 工 作者 所 追求 的 目标 (最 大 化 的 或 最 小 化 
的 ) ,反映 “目标 ”与 “决策 变量 "之 间 的 关系 。 一 般 情况 下 , 当 决 策 变量 取 不 同 值 时 ,目标 函 
数 相 应 地 取 不 同 的 值 。 

(3) 确定 约束 条 件 。 线 性 规划 模型 的 约束 条 件 是 指 优化 过 程 中 限制 决策 变量 的 一 些 
条 件 ,它们 是 决策 变量 线性 等 式 或 不 等 式 。 

3) 线性 规划 模型 化 为 标准 型 的 步骤 

(1) 对 于 目标 函数 是 求 最 小 值 的 线性 规划 问题 ,只 要 将 目标 函数 的 系数 反 号 , 即 可 化 
为 等 价 的 最 大 值 问题 。 

(2) 约束 条 件 为 三 (三 ) 类 型 的 线性 规划 问题 ,可 在 不 等 式 左 边 加 上 (或 者 减 去 ) 一 个 
非 负 的 新 变量 , 即 可 转换 为 等 式 。 这 个 新 增 的 非 负 变量 称 为 松弛 变量 (或 剩余 变量 ) ,也 可 
统称 为 松弛 变量 。 在 目标 函数 中 一 般 认为 新 增 的 松弛 变量 的 系数 为 零 。 

(3) 如 果 在 一 个 线性 规划 问题 中 ,决策 变量 т, 的 符号 没有 限制 ,可 用 两 个 非 负 的 新 变 
Ж rra M z+s+1 之 差 来 代替 ,即将 变量 zx 写成 хь = trt лаън НН да+ 20, Ent 
0。 通 常 将 这 样 的 zx 称 为 自由 变量 。 

(4) 当 常 数 项 b; 为 负 值 时 ,可 在 该 约束 条 件 的 两 边 分 别 乘 以 一 1。 

4) 线性 规划 问题 图 解法 的 步骤 

(1) 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 。 

(2) 图 示 约 束 条 件 , 找 出 可 行 域 。 

(3) 图 示 目 标 函数 和 寻找 最 优 解 。 

5) 线性 规划 问题 的 解 的 3 种 情况 

a) 有 唯一 的 最 优 解 。 

(2) 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 当 目标 函数 的 系数 与 某 一 个 约束 条 件 相 应 变量 的 系数 成 比 
例 时 ,问题 就 可 能 有 无 穷 多 个 最 优 解 ; 或 者 说 当 线 性 规划 问题 有 两 个 不 同 的 最 优 解 时 , 则 
必 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 

(3) 无 最 优 解 。 有 两 种 情况 : 四 模型 的 约束 条 件 互 不 相 容 ( 互 相 矛 盾 ) ,此 时 可 行 域 
为 空 集 ,该 问题 无 可 行 解 ,因而 无 最 优 解 ; @ 可 行 域 无 界 , 如 果 是 最 大 化 (最 小 化 ) 的 目标 
函数 ,而 可 行 域 无 上 界 ( 下 界 ) , 则 问题 有 可 行 解 而 无 最 优 解 。 

6) 单纯 形 方法 的 计算 步骤 

(1) 将 线性 规划 问题 转换 为 标准 形式 ,检查 标准 形式 中 是 否 存在 现成 的 初始 可 行 基 
( 即 单位 和 矩阵)。 若 没有 ,进行 第 (2) 步 ; 否则 ,进行 第 (3) 步 。 

(2) 引进 和 人工 变量 , 配 齐 基 变 量 , 使 获得 的 新 问题 中 有 一 个 现成 的 初始 可 行 基 。 这 里 
人 工 变量 的 目标 函数 为 一 M,M 是 一 个 很 大 的 正 数 。 

(3) 写 出 可 行 基 对 应 的 单纯 形 表 。 

(4) 在 单纯 形 表 中 ,检查 可 行 基 是 否 最 优 基 。 如 果 不 是 则 进行 第 (5) 步 ; 否则 ,要 检 
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查 最 优 解 中 是 否 有 人 工 变量 。 如 果 有 人 工 变量 ,一 般 可 以 认为 原 问 题 没有 最 优 和 解 ; 如 果 
没有 人 工 变量 ,进行 第 (7) 步 。 

(5) 判别 问题 是 否 有 最 优 解 。 如 果 没 有 最 优 解 ,计算 完毕 ; 否则 ,进行 下 一 步 。 

(6) 找 出 进 、 出 基 变 量 , 利 用 初等 行 变换 进行 换 基 迭 代 , 求 出 一 个 新 的 可 行 基 。 回 到 
第 (4) 步 。 

(7) 判别 原 问题 是 否 有 无 穷 多 最 优 解 。 如 果 是 , 求 出 另 一 个 最 优 基 和 最 优 解 ,并 写 出 
无 穷 多 最 优 解 的 一 般 表示 式 以 及 对 应 的 目标 函数 值 ; 如 果 不 是 , 写 出 最 优 基 对 应 的 基本 
最 优 解 和 最 优 基 。 计 算 完毕 。 


5.3 学 习 要 点 


本 章 主 要 介绍 了 线性 代数 知识 在 国民 经 济 计划 、 生 产 和 管理 中 的 一 些 应 用 , 即 介绍 了 
投入 产 出 模型 和 线性 规划 模型 ,并 简单 地 介绍 了 处 理 这 两 个 模型 的 一 些 方法 。 投 入 产 出 
模型 是 属于 经 济 数学 模型 中 的 平衡 模型 ,是 各 种 平衡 模型 中 应 用 最 为 广泛 的 一 种 模型 。 
线性 规划 模型 是 一 种 优化 模型 ,是 运筹 学 问题 的 一 个 重要 分 支 , 在 许多 生产 方面 有 广泛 应 
用 ,本 章 适用 于 经 管 类 各 专业 。 

学 习 本 章 要 切实 理解 投入 产 出 模型 的 概念 ; 理解 投入 产 出 模型 的 概念 ; 了 解 直 接 消 
耗 系数 及 其 矩阵 、 完 全 消耗 系数 及 其 矩阵 的 性 质 ; 掌握 消耗 平衡 方程 组 及 分 配 平衡 方程 
组 的 解法 ; 会 根据 实际 问题 编制 投入 产 出 表 ; 了 解 线性 规划 问题 数学 模型 的 一 般 形式 、 
标准 形式 ; 了 解 线性 规划 问题 的 基本 概念 和 单纯 形 表 的 结构 ; 掌握 将 线性 规划 问题 数学 
模型 的 一 般 形 式 转换 为 标准 形式 的 方法 ; 掌握 线性 规划 问题 的 解 的 判别 方法 和 单纯 形 方 
法 ; 会 建立 线性 规划 问题 的 数学 模型 。 


5.4 例题 增补 


例 5-1 已 知 某 一 地 区 在 一 生产 周期 内 生产 经 营 活动 情况 如 表 5-2 所 示 。 
Ф 5-2 


* 中 间 产 品 
ШШ" 出 最 终 产品 总 产 出 
量 

1 2 3 
中 1 100 25 30 у 400 
Е 2 80 50 30 ж 250 
人 3 40 25 60 ж 300 

初始 投入 z 22 za 

总 投入 400 250 300 
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求 : 

(1) 各 部 门 总 产 出 wm ,yz ,ys。 

(2) 各 部 门 初始 投入 z1 ,zz ,xz 。 

(3) 直接 消耗 系数 矩阵 4。 

解 (1) 由 表 5-2 可 得 分 配 平衡 方程 组 


yı = 400 — (100 + 25 + 30) = 245 


К 250 — (80 +50 +30) = 90 
уз = 300 — (40 +25 +60) = 17 
(2) 由 表 5-2 可 得 消耗 平衡 方程 组 
zı = 400 — (100 +80 +40) = 1 
[i 250— (25 +50 +25) = 15 
zs = 300 — (30 +30 + 60) = 18 
(3) h EIR WFE R UA RAIE MEIE AZ ЖКБ. 14 
2 g 
Tı 
Tu Tiz 213 1 
A= (а) = (а = | za Tz Ч 0 = 
T31 T32 T33 
0 0 
1 
L y р 
100 25 30у “00 0.2 
1 
三 5 = = 
во 50 зоо ш о 0.2 
40 25 60 0.1 
g ЕШ 
00 


例 5-2 已 知 某 一 地 区 在 一 生产 周期 内 生产 


5 


5 0.1 
0.2 
0.1 


0.1 
0.1 
0.2 


| 


表 53 
Р 中 间 产 品 
йш 出 最 终 产品 总 产 出 
投 A 量 1 2 з 
1 20 0 10 70 x 
中 间 投 入 2 20 60 0 20 ЕЯ 
з 0 10 20 20 23 
初始 投入 z 22 єз 
总 投入 23 
R: 


(1) 各 部 门 总 产 出 zi ,zs ,zs 。 
(2) 各 部 门 初始 投入 = ,zz ,zs 。 
(3) 直接 消耗 系数 矩阵 4 。 
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解 (1) 表 5-3 的 分 配 平衡 方程 组 为 

3 
a= Data = 1,2,3) 

jm 

Hi ry 2 代入 ,得 

ху = 20 +0 +10 +70 = 100 
zz = 20 +60 +0 + 20 = 100 
хз = 0 +10 +20 +20 = 50 

(2) K 5-3 的 消耗 平衡 方程 组 为 


zj = 2) — Бйз (= 1,2,3) 
11 
将 zy; 和 x 代入 ,得 
zı 一 100 一 (20 十 20 十 0) = 60 
zz 一 100 一 (0 十 60 十 10) = 30 
zs 一 50 一 (10 十 0 十 20) = 20 
(3) 由 直接 消耗 系数 公式 和 矩阵 乘法 运算 规则 ,得 


1 


= 0 0 
Tı 
Tu Ta Tu 
A= (ai ) 一 (=)= Ta Tn Tz 0 л. 0 
4 х; А T 
Хи 232 Taz 1 
0 ф == 
23 
1 
0 0 
2 02 0 0.2 
一 1 L 
一 |20 60 0 0 100 0 |= [0.2 0.6 0 
0 10 20 1 0 0.1 0.4 
0 0 50 


例 5-3 将 下 列 线性 规划 的 模型 化 为 标准 型 ; 
тіп 一 一 3zl + x2 + 5x; — 224 
жу — 42% + Заз + 2 < 6 
= 2201 — z: +r, =— 4 
А 2214-02: — Заз 3 
х; 20 (= 1,2,3,4) 
解 通过 以 下 4 个 步骤 : 
(1) 将 目标 函数 两 边 乘 以 一 1. 将 问题 转换 为 求 最 大 值 。 
(2) 在 第 1 个 约束 条 件 的 左边 加 上 松弛 变量 zs 。 
(3) 在 第 2 个 约束 条 件 的 等 式 两 边 乘 以 一 1 。 
(4) 在 第 3 个 约 东 条 件 的 左边 加 上 剩余 变量 zx。 。 
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于 是 得 到 该 线性 规划 模型 的 标准 型 : 
maxí— 9) = 3r — mi— bar Fri 
xı — 4x: + 3z; + 22, 25 = 6 


221 十 zz 一 = 4 


221 十 zz 一 3zs + Te 3 
®2®0 (= 1,2,3,4,5,6) 
例 5-4 用 图 解法 求解 以 下 线性 规划 问题 : 
maxS = 40x, + 502 
xı +22: < 30 
3zi + 22, < 60 
E lze, < 24 
21.22 22 0 
解 (1) 夯 出 由 约束 条 件 所 确定 的 可 行 域 。 
OD 把 决策 变量 zi ,zs 看 作 平 面 上 点 的 坐标 ,由 т.т; >0 知 ,可 行 域 在 第 一 象限 。 
O 夯 出 直线 。 用 等 式 约束 代替 不 等 式 约束 ,如 图 5-1 所 示 。 


Zi 十 2zzs = 30 
+2х; = 60 
2x, = 24 


@ 确定 可 行 域 。 确 定 每 个 不 等 式 所 表示 的 半 平 面 , 取 它们 的 交集 , 即 为 所 求 可 行 域 ， 
如 图 5-1 阴影 部 分 所 示 。 


(2) 从 可 行 域 中 找 出 最 优 解 。 
为 了 求 得 最 优 解 ,可 用 等 值 线 法 。 最 优 解 就 是 使 目标 函数 取得 最 大 值 的 凸 五 边 形 ( 阴 
影 部 分 ) 中 的 点 。 为 此 将 目标 函数 5102, 十 50x 变形 为 


1 1 
T: =— а + 505 
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当 S 变化 时 , 便 产 生 一 族 斜 率 为 一 二 的 平行 直线 。 令 S( 即 目标 函数 值 ) 取 0,1,2,… 作 平 
行 直 线 族 。 这 样 , 要 想 在 可 行 域 中 找到 能 使 目标 函数 值 最 大 的 点 ,只 须 将 等 值 线 沿 其 增值 
方向 平移 到 与 可 行 域 相交 的 极限 位 置 , 则 此 极限 位 置 的 点 (假如 极限 位 置 存在 ?的 坐标 就 
是 要 找 的 最 优 解 。 从 图 5-1 中 可 以 看 出 ,C 点 的 坐标 就 是 最 优 解 ,而 C 点 的 坐标 可 以 通过 


解 方程 组 获得 。 
解 方程 组 
xı + 22 = 30 
3xı +220: = 60 
得 最 优 解 为 


F= HIF 
Su = 975 

B 5-5 用 图 解法 求解 以 下 线性 规划 问题 : 
minS = 3x, | 32; 


2—22 2—2 
S. t. 12zi а, 22 2 


Tist: 之 0 
解 (1) 画 出 由 约束 条 件 所 确定 的 可 行 域 。 
O 把 决策 变量 zi ,zs 看 作 平 面 上 点 的 坐标 ,由 ту. т,:>0 知 ,可 行 域 在 第 一 象限 。 


O 夯 出 直线 。 用 等 式 约束 代替 不 等 式 约束 ,如 图 5-2 所 示 。 
Tı — zs =—2 
|, 十 zz 一 2 


、 
、\J2=3rrH3m 
М 
мА = 
4 ху 


图 5-2 


@ 确定 可 行 域 。 确 定 每 一 个 不 等 式 所 表示 的 半 平 面 , 取 它 们 的 交集 , 即 为 所 求 可 
行 域 。 
(2) 从 可 行 域 中 找 出 最 优 解 。 

用 等 直线 法 。 令 S 二 18,12.6,…, 则 可 得 到 一 族 平行 的 目标 函数 等 值 线 ,如 图 5-2 所 
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示 。 由 图 5-2 可 知 ,直线 离 原 点 越 近 , 目 标 函数 值 越 小 , 且 在 可 行 域 的 B 点 处 取 到 最 
小 值 。 
В 点 坐标 为 B(1.0), 即 该 问题 最 优 解 为 
түу=1, 22 = 0 
对 应 的 最 优 值 为 


=3х1+3х0=3 
例 5-6 求解 以 下 线性 规划 问题 的 最 优 解 : 
maxS = 5zl + 22: 
302; + 202: < 160 
5л Hz: < 15 
а 4 
Ziyzz 之 0 
解 首先 将 原 问题 转换 为 标准 形式 , 即 
maxS = 5zl + 22, +0 • x; +0 • х +0 • 25 
30x, + 202, 十 zs = 160 
5л 十 zz 十 zi 一 15 
ху 25 = 4 
ду 20 (j= 1,2,3,4,5) 
然后 取 约 束 方程 组 中 变量 zs ,ziyzs 前 的 系数 列 向 量 组 成 基 Bu , 基 Bo 对 应 的 单纯 形 
表 以 及 换 基 迭 代 , 寻 找 最 优 基 的 过 程 如 下 : 


5.1. 


1—5 -2 0 0 0 0 
30 20 1 0 0 160 
Т‹В,) = 
0 5 1010 15 
0 1, 0100 1 4 
tU =L % 1. O 15 
о о i4 1 = 6 ò m 
2 Ра i 
Л Б 0 5 0 Б] 
1 1 
0 0 5 0 5 1 1 
4 
1 ооо 11 7 0 20 
i 8, 
001 т 7 0 5 
1 2 
о 1 0 70 т 0 2 
1 2 
ою 0 70 т 1 2 


在 基 В, 对 应 的 单纯 形 表 中 ,因为 检验 数 22007 二 1,2,3,4,5) ,所 以 基 В, 是 一 个 最 
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优 基 ,对 应 的 最 优 解 为 
X=(2 5 0 0 2)7 
最 优 值 为 S 一 20。 
例 5-7 用 单纯 形 法 求解 以 下 线性 规划 问题 : 
minS = 3zxl 十 zz + x3 + z4 
— 2x, + 2r: Hz; = 4 
A |- +2 +х,=6 
х;>0 (j = 1,2,3) 

分 析 这 都 是 约束 方程 ==” 约束 的 情况 。 在 这 类 问题 中 , 基 变 量 的 目标 函数 系数 不 
全 为 0, 所 以 在 目标 函数 标准 化 后 ,首先 要 计算 初始 可 行 基 对 应 的 检验 数 和 目标 函数 值 : 
| CeB 4 一 C|， | CeB | 
然后 才能 用 单纯 形 表 进 行 换 基 迭代 ,寻找 最 优 解 和 最 优 基 。 

解 首先 将 原 问 题 转换 为 标准 形式 , 即 : 


3zl 十 zz 十 Zi 一 6 


— 2x, +22: хз = 4 
2320 (= 1,2,3) 


然后 取 约束 方程 组 中 变量 ,zi 前 的 系数 列 向 量 组 成 基 Bo, E s- =r 
B'E, HHEH xs,x4 的 目标 函数 为 Cs 二 (一 1 一 1), 且 
ВЛА = А, = 
—@ Ё 4 с-з Ai =й 
ЭР" 15 107 ' 
GE 2385—00 -pe зї 1 =й) 
= (2 —2 0 0) 


Cs, ВА С = (— 1 -5 人 


1 
ГС, 11851=1-1 —1| |. 
可 得 基 Bo 对 应 的 单纯 形 表 , 并 利用 初等 行 变换 进行 换 基 和 迭代 ,寻找 最 优 解 , 即 ; 

0 0 1 WW 一 看 


ү 


2 -2 0 0 —10 
її Æg Ë 
ra)=|-2 210 aj 2 
з тот s о-и 


ТЕЗЕ В, 对 应 的 单纯 形 表 中 ,因为 检验 数 boj 宇 0(j 二 1,2,3,4,5,6), 所 以 基 В, 是 一 个 
最 优 基 ,对 应 的 最 优 解 为 
ХО = 00) 2 0 p? 
最 优 值 为 
=—ё = 6 
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但 是 从 检验 数 中 可 以 看 到 , 除 基 变 量 的 检验 数 为 0 外 ,还 有 非 基 变量 zi 的 检验 数 为 
0, 说 明 有 可 能 存在 其 他 最 优 解 。 不 妨 让 非 基 变量 zi 进 基 , 并 由 最 小 比值 原则 确定 zx 出 


基 , 然 后 再 进行 换 基 选 代 , 寻 找 另 一 个 基本 最 优 解 , 即 : 


ow 10= Wo 1 60 
1 3 
下 ) 8, 
11 +0 Фо ж о 
1 11 
40-1 4 е = 


可 见 基 Bs 也 是 一 个 最 优 基 ,对 应 的 最 优 解 为 
zoc 3 0 0 
最 优 值 为 


所 以 ,这 一 问题 有 无 穷 多 最 优 解 : 
X=aX® 十 (1 一 a)X2 (0<а<1) 


5.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


习题 5-2 


1. 将 下 列 线性 规划 模型 转换 为 标准 型 。 
(1) maxS 一 2zi 十 zz 
3zi 十 zz 之 3 
421 +322226 
е ху+2х;<3 
21522220 
解 maxS=2r;, +r: Р0х; +0x, +02; 
3zi 十 zz 一 Zzs 一 3 
42 +30: — 24 =6 
8.1. 
xı +22, Бх; =3 
23220 (j=1,2,3,4,5) 
(2) minS=— 221 52: Hx; 
92, +52, —14<0 
х 35, —223=2 
Вау — x: 423220 
ziyzz 志 0,zs BERAR 
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解 maxS==2zx1 一 5zxs 一 zy 十 zs 十 0xe 十 0xy 
9z1 十 5xz 十 xe =14 
хү-Е3ж-—2хж-Е2ж=2 

ты 8zi — x: H4xı — 4x5 — x: =0 
ху20 G=1,2,4,5,6,7) 

2. 用 图 解法 求解 线性 规划 模型 。 

(1) minS=— 2z: +xz 

Zi 十 zz 之 1 

s. t. 1 一 3zz 之 一 3 

Xi sx Z0 

解 ”无 最 优 解 (有 可 行 解 ,但 无 最 优 解 ) 。 

(2) maxS 王 3zl 十 zz 


зу Hr S4 
=z +r <0 
pite 
Е 62, 22,18 
21,2220 
т 
解 ” 最 优 解 : X=a(3 OHA Е 2 ,其 中 0<a<1。 
最 优 值 : S 一 9。 
总 习题 5 
1. 选择 题 。 


(1) 线性 规划 问题 的 最 优 解 一 定 是 ( Ne 
А. 基本 解 B. 基本 可 行 解 С. 基本 最 优 解 
(2) 已 知 线性 规划 问题 : 


maxS = л, 
а 6 1 

EE Е tas 
2,220 (б=1,2) 


这 个 问题 ( Ja 
A. 无 最 优 解 ,但 有 可 行 解 B. 有 唯一 最 优 解 
С. 无 可 行 解 D. 有 无 穷 多 最 优 解 
(3) 已 知 下 列 3 个 数学 问题 : 


Ф maxS=x} +34 © maxS 一 3zi 十 zz 一 zs 


ata 21 2:223 
bt Е 十 zz 一 5 kt |- Herz <5 


„>0 (j=1,2) 2320 (j=1,2,3) 
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@ minS 一 4zl — 5x2 
221 +32: <3 
s. t. {xı Hr: =4 
23220 (j=1,2) 
以 上 3 个 数学 问题 中 ,是 线性 规划 问题 的 是 ( 


А. © В. © со р. Ф,9 
2. 填空 题 。 
(1) 线性 规划 数学 模型 的 两 个 组 成 部 分 是 和 
C2) 线性 规划 问题 的 最 优 解 是 使 取得 最 优 值 的 可 行 解 。 
(3) 线性 规划 问题 的 基 与 解 的 对 应 关系 是 基 对 应 解 。 


(4) 设 有 以 下 线性 规划 问题 : 
maxS = Zi 十 3zz 
xı L5 
21 +22: < 10 
t. ж, <a 
x; 0 (j=1,2) 
若 取 约 束 方 程 组 中 变量 zx ,zs ,zs 的 系数 列 向 量 组 成 基 B, 则 基 В 对 应 的 单纯 形 表 
Т‹В) = о 
3. 判断 题 。 
(1) 一 个 线性 规划 问题 的 最 优 解 一 定 是 可 行 解 。 
(2) 单纯 形 法 中 出 基 变 量 的 确定 是 按照 最 大 比值 原则 。 
(3) 直接 消耗 系数 矩阵 中 的 元 素 可 以 有 负 值 。 
Са) 线性 规划 问题 的 两 个 可 行 解 之 间 连 线 上 的 点 都 是 可 行 解 。 
(5) 线性 规划 问题 不 一 定 有 最 优 解 存在 。 
4. 试 写 出 下 列 问题 的 数学 模型 ,不 用 求解 。 
某 工 厂 用 甲乙 两 种 原料 混合 制 成 质量 为 55g 的 产品 ,其 中 甲 种 原料 不 少 于 20g, 乙 
种 原料 不 多 于 40g。 甲 种 原料 的 平均 单位 成 本 为 2. 5 元 /g, 乙 种 原料 的 平均 单位 成 本 为 
1 元/g。 问 工厂 应 如 何在 产品 中 搭配 甲乙 两 种 原料 ,才能 使 产品 的 成 本 最 低 ? 
5. 计算 题 。 
(1) 写 出 下 列 线性 规划 问题 的 标准 形式 : 
minS = 3x, — 2 + 223 
xı H 2t: — z; >2 
-a tarta =4 
ii — zı +20 一 zs <— 6 
j 宇 0 (j=1,2) 


一 一 一 一 一 
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(2) 求解 线性 规划 问题 
maxS = За — 2: — 23 
жу — 223 trs < 11 
=4 а 223 22 3 
— 221 а; = 1 
2,220 Gj = 1,2,3) 


j 


5.1. 


答案 


kD VBE te 
2. (1) 目标 函数 ,约束 方程 
(2) 目标 函数 


(3) 基本 
= О 2: 0 0 0 = 
= 1100 2 
(4) 
2 —2 з 01 0 3 
2 =§ 310 01 4 
3. ОШ) У (2) х (3) х (DY (5) у 
4. тіп S=2, 5x, Harz 
Zi 十 zz 一 55 
212220 
5.1, 
x X40 


23220 (j=1,2) 
5. (1) max S 一 一 3zi 十 zz 一 22 t 2x; +0z; +02, 

xı 2202—23 zs 一 Xe 二 2 
= 

8.1. 
Zi 一 2zz 十 zi 一 z5 一 Z7 一 6 
2320 (]=1,2,4,5,6,7) 

(2) 最 优 解 为 X= 二 (4 1 9 0 0)7, 最 优 值 为 S=2。 


概率 论 的 基本 概念 


6.1 基本 要 求 


(1) 了 解 样 本 空间 的 概念 ,理解 随机 事件 的 概念 ,掌握 事件 间 的 关系 及 运算 ,会 用 事 
件 间 的 关系 及 运算 表示 随机 事件 。 

(2) 理解 概率 的 概念 ,掌握 概率 的 基本 性 质 , 会 计算 古典 型 概率 。 

(3) 理解 条 件 概率 的 概念 ,掌握 计算 概率 的 加 法 公式 、 乘 法 公式 、 全 概率 公式 及 贝 叶 
斯 公式 ,并 能 应 用 公式 求解 相关 问题 。 

(4) 理解 事件 独立 性 的 概念 ,掌握 用 事件 的 独立 性 进行 概率 计算 。 


6.2 内 容 提 要 


1. 随机 事件 的 相关 概念 


(1) 随机 试验 。 满 足下 面 3 个 条 件 的 试验 称 为 随机 试验 : 

Ф 在 相同 的 条 件 下 可 以 重复 进行 。 

@ 每 次 试验 的 结果 不 止 一 个 ,并 且 事 先 能 明确 试验 的 所 有 可 能 结果 。 

@ 一 次 试验 之 前 不 能 确定 哪 一 个 结果 会 出 现 。 

(2) 样本 空间 。 随 机 试验 下 的 所 有 可 能 结果 组 成 的 集合 称 为 下 的 样本 空间 , 记 作 S。 
{РЕ 。 样 本 空间 的 子 集 , 即 试验 的 结果 称 为 随机 事件 ,简称 事件 。 

件 。 每 次 试验 中 一 定 发 生 的 事件 称 为 必然 事件 , 记 作 S。 

(5) 不 可 能 事件 。 每 次 试验 中 都 不 发 生 的 事件 称 为 不 可 能 事件 ED. 


2. 事件 的 关系 及 运算 


(1) 事件 的 包含 : 车 事件 A 发 生 必然 导致 事件 B 发 生 , 则 称 


Jln 


FIFA 包含 于 事件 B ,或 


事件 也 包含 事件 A E ACB RBA., 
(2) 事件 相等 : 若 ASB 且 BSA, 则 称 事件 A 与 B 相等 , 记 作 A=B。 


(3) 和 (并 ): 两 个 事件 A 和 B 中 至 少 有 一 个 发 生 的 事件 称 为 A 与 B 的 和 
AUB 或 A 十 B。 


т 


EPF , 记 作 


推广 UASA UA UUA, 表示 事件 A1,As,…,A, 中 至 少 有 一 个 发 生 。 


Ua=a, UAsU-…UAsU-… 表 示 事 件 A ,As，…,Ai，,… 中 至 少 有 一 个 发 生 。 
(4) 积 : 事件 A УВ 同时 发 生 的 事件 称 为 A 与 B 的 积 事件 , 记 作 ANB 或 AB。 


жу". ПАА ПА ППА, 表示 事件 A1,As，,…,A, 同时 发 生 。 


NASA NANNA NARRE A Аа As,… 同 时 发 生 。 

(5) 差 : A 发 生 而 B 不 发 生 的 事件 , 称 为 A 与 B 的 差事 件 , 记 作 АВ. 

(6) 互 不 相 容 : 车 AB 二 名 , 则 称 А,В 互 不 相 容 或 互 斥 。 

(D 相互 对 立 ; 车 AUB=S Н AB=Ø, WEKA 与 B 互 为 逆 事 件 ,又 称 A 与 B 相互 
对 立 。 


(8) 简单 性 质 : 
AUA=A AUS=S AUØ=A А=®=А+В В=А+В 
АА=А AS=A А@=@ А—В=А+В А—В®=А 


(A—B)UB=A+B (A—B)NB=Ø A—B=A—AB=AB AUB=A+BA 
3. 事件 的 运算 律 


(1) 交换 律 : AUB=BUA,AB=BA 

(2) 结合 律 : AU (BUC)=(AUB)UC,(AB)C=A(BC) 

(3) 分 配 律 : A(BUC)=(AB)U(CAC), (ANBUC=(AUON BUC) 
(4) 德 摩根 (De Morgan) 律 : AUB=AB,AB=A UB 


4. 概率 的 定义 与 性 质 


(1) 定义 : 设 下 为 随机 试验 ,S 为 它 的 样本 空间 ,对 于 瑟 中 的 每 一 事件 A , 恰 对 应 一 
个 实数 , 记 为 P(A) , 若 它 满足 下 列 3 个 条 件 , 则 称 P(A) 为 事件 A 的 概率 。 

Ф 0<P(A)<1 

© Р(5) =1 


© 设 A,,A:,…,A,,… 是 两 两 互 不 相 容 事件 ,有 


e( U л) = P(A1) 十 P(A2) 十 … 十 P(A,) 十 … = УРСА) 
i=1 =з 


(2) ЕЖ. 
Ф Р(@)=0 
@ P(A)=1—P(A) 
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© Ж AAS DAKIK <n), M e( Ол) раро X P(A;) 


i=1 


Ф РКА В) = РСА) РАВ), ЖН, Ф AZRB, W P(A 一 B)==P(A) 一 P(B) 
© P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AB) 
P(A, U A: U Аз) =P(A,) РР(А) +Р(Аз) — РСА, А) – Р(А,Аз) 
— РСА;А,) РСА, А,А;) 


5. 古典 概 型 


(1) 古典 概 型 应 满足 的 条 件 : 
Ф 样本 空间 5 的 元 素 ( 即 基本 事件 ) 为 有 限 个 。 
@ 每 个 基本 事件 发 生 的 可 能 性 相同 。 


(2) 概率 计算 公式 ， 
P(A) = 了 = 仿 中 所 含 的 基本 事件 数 
n 基本 事件 总 数 


6. 条 件 概率 及 乘法 公式 


P(AB) 
P(A) 


(1) ЕХ: 设 A,B 是 两 个 事件 , 且 P(A) 之 0, 则 称 P(B1A)= 
生 的 条 件 下 事件 B 发 生 的 条 件 概率 。 

(2) 乘法 公式 : 

设 P(A) 二 0, 则 有 


为 在 事件 A 发 


P(AB) = P(A)P(B | А) 
一 般 地 , 设 P(AA:A:…A,) 二 0, 则 有 
P(AA:A…A,) = P(A )P(A: | AD)P(CA | AiA:)…P(CA, | AAA-) 


7. 独立 性 


(1) 定义 : 若 P(AB)=P(CA)P(B) 成 立 , 则 称 A УВ 相互 独立 。 
P(AB)=P(A)P(B) 
设 A,B,C 是 3 个 事件 ,如 果 有 等 式 | SC 了 (BP 了 CO) , 则 称 A.B.C 相互 
P(CA)=P(C)P(A) 
P(ABC)=P(A)P(B)P(C) 
(2) 重要 结论 。 
四 若 A 与 B,A 与 也 ,A 与 B,A 与 互 中 有 一 对 相互 独立 , 则 其 余 3 对 也 相互 独立 。 
© 若 Ai ,A: ,…,A, 相互 独立 , 则 A, ,A: ,…,A, 两 两 独立 ; 反之 , 则 不 成 立 。 
@ A 和 B 相互 独立 与 A 和 B 互 不 相 容 没有 蕴含 关系 ; 车 A 与 BB 相互 独立 又 互 斥 ， 
ША УВ 必 有 一 个 为 零 概率 事件 。 


8. 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 


1) 完备 事件 组 
车 事件 组 Bi ,B,,…,B, йд: ФВ, UB: U = UB, =S; ©В;,В,= 0015) „ПИЕ 
组 Bi,B,,…,B, 为 完备 事件 组 。 
2) 全 概率 公式 
车 Bi ,B: ,…,B, 为 完备 事件 组 , E РСВ) 之 0, 则 有 
P(A)= PCB,)P(CA|B,) 十 P(B,)P(A|B:) 十 … 十 PCB.)P(CA|B,) 


= 2)P(B)P(A | В) 


i=] 
3) 贝 叶 斯 公式 
设 B, ,B: ,…',B, 为 完备 事件 组 , 且 P(B,) 二 0 , 则 
P(B)P(A | B) 
J P(Bp)P(A | В,) 


^ч 


Р(В, | А) = (1= 1,2,+,п) 


6.3 学 习 要 点 


本 章 内 容 是 后 续 内 容 的 基础 ,重点 是 概率 的 计算 ; 对 于 随机 事件 要 注重 学 会 用 事件 
间 的 关系 和 运算 来 表示 ,以便 能 够 利用 运算 公式 简化 概率 的 计算 ,要 熟 记 概率 的 有 关公 式 
及 条 件 ; 在 进行 概率 的 计算 时 ,要 理 清 样本 空间 是 什么 ,所 含 基本 事件 有 多 少 ,注意 排列 
组 合 相关 知识 的 应 用 ; 若 事件 是 若干 事件 的 复合 ,要 注意 判断 事件 间 是 否 独立 ; 对 于 全 
概率 公式 及 贝 叶 斯 公式 要 了 解 这 两 个 公式 使 用 的 条 件 及 如 何 分 析 完 备 事件 组 。 


6.4 例题 增补 


例 6-1 &Ж‹(А+В)›‹А-+В)+А-+В+А-+В=С›,Ж A. 
分 析 ”本题 要 利用 德 摩根 律 将 事件 的 和 的 逆 事 件 分 离开 ,再 利用 分 配 律 进行 事件 的 
乘法 运算 。 
й ОШ РА-+В=АВ,А+В=АВ›й(‹А -+ЕВ)(А-ЕВ)-+А-+В+А-ЕВ=С,&Ж 
(A+BXA+B)+A+B+A+B=C 


由 А+АВ+ВА+ВВ+АВ+АВ=С 

可 推出 А+АВ+ВА+ВВ+АВ+АВ=С 

即 А+АС(В+В)+@+А(В+В›=С=А=С 
故 A 


例 6-2 求 在 10 个 数字 0,1,2,…,9 中 不 重复 地 任 取 4 个 能 组 成 一 个 4 位 偶数 的 概率 。 
йй 没有 重复 数字 的 4 位 偶数 的 条 件 是 : 四 数字 不 能 重复 ; @0 不 能 排 在 千 位 ; 
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图 排 在 个 位 上 的 数字 必须 是 0,2,4,6,8 之 一 。 
解 设 A=!{ 任 取 的 4 个 数字 能 组 成 不 重复 的 4 位 偶数 } ,将 4 位 偶数 分 为 两 类 : 
(1) 0 排 个 位 ,一 共有 А; 种 方法 。 
(2) 0 不 排 个 位 , 则 2,4,6,8 中 某 一 个 排 在 个 位 ,共有 AAA 种 方法 。 
Аў+А1А1А$ _41 
ALA; 81 
注 ”对 古典 概 型 的 概率 问题 要 弄 清楚 事件 A 包含 的 基本 事件 个 数 及 样本 空间 包含 
的 基本 事件 总 数 , 一 般 要 用 到 排列 组 合 种 数 的 计算 及 乘法 原理 与 加 法 原理 。 这 些 内 容 要 
及 时 复习 并 掌握 。 
例 6-3 ”毕业 答辩 时 有 3 张 考 签 ,3 名 学 生 每 个 人 随机 抽取 1 张 进行 答辩 ,答辩 后 放 
回 。 求 至 少 有 1 张 考 签 未 被 抽 到 的 概率 。 
解 解法 1 设 A;={ 第 i 个 考 签 未 被 抽 到 }(i==1,2,3),A; 表示 每 次 都 未 抽 到 第 i 个 
考 签 。 至 少 有 1 张 考 签 未 被 抽 到 可 表示 为 A tA tA. HAR PCA, HA +A): 
P(A; +A: +4:)= P(A1) 十 P(A:) 十 P(A:) 一 P(AA:) 
— P(A:A;) — РСА;А,) + P(AiAsA;) 
由 于 取 后 放 回 , 故 每 次 抽 到 的 结果 相互 独立 ,每 次 第 ;个 考 签 未 被 抽 到 的 概率 均 为 


3 
La ra»=(4) И 


故 P(A)= 


3 
AA; 表示 每 次 抽 到 的 是 除了 i 和 j 以 外 的 另 一 张 考 签 , 故 РАА) =. 
而 Р(А, А, А; ) =0, 
故 
P(A, + А; + А„)= P(A) 十 P(A:) 十 P(4A:) 一 P(AA:) 
一 P(A:A:) 一 P(A:A) 十 P(AIA:A:) 
гү? 11 7 
з(2) (+) +0= 7 
解法 2 设 A=({ 至 少 有 1 张 考 签 未 被 抽 到 ) А (3 个 考 签 都 被 抽 到 } ,其 抽 法 有 
3 二 31 种 。 任 意 抽取 的 抽 法 有 3 种 , 故 


3! 7 
P(A) = 1— РСА) = 1 ЕШ 9 


注 

(1) 在 求 n 个 事件 中 至 少 有 一 个 事件 发 生 的 概率 就 是 求 n 个 事件 的 和 的 概率 ,用 加 

(2) 用 加 法 公式 时 , 先 要 判断 事件 是 否 互 不 相 容 。 

(3) + P(A) 易 求 , 应 用 公式 P(A) 二 1 一 P(A) 来 求 事件 A 的 概率 。 

例 6-4 已 知 某 种 灯泡 能 用 到 2000 小 时 的 概率 为 0. 98, 用 到 2500 小 时 的 概率 为 
0.90, 求 使 用 了 2000 小 时 的 灯泡 能 再 使 用 500 小 时 的 概率 。 

f 设 A={ 灯 泡 使 用 了 2000 小 时 },B={ 使 用 到 2500 小 时 }。 使 用 了 2000 小 时 的 
灯泡 再 使 用 500 小 时 意味 着 灯泡 已 经 使 用 了 2000 小 时 , 即 事件 A 已 经 发 生 , 该 题 是 求 条 
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件 概 率 。 


— РСАВ) _ 0.90 ~ 
P(B|A)= PA) 098 0.92 


例 6-5 设 A,B 为 两 个 相互 独立 的 事件 , 且 РСА) =0. 4.Р(В) =0. 5. P(AB), 
P(AB).P(B|A). 

解 ” 因为 A 与 B 相互 独立 , 所 以 A 与 B.A 与 B、A 与 B 均 相 互 独立 。 故 

P(AB) = P(A)P(B) = [1— P(A)JP(B) = (1—0.4) X 0.5 = 0.3 
P(AB) = P(A)P(B) = P(A)[1— P(B)] = 0.4 X (1— 0.5) = 0.2 
P(B|IA) = P(B) = 1— P(B) = 0.6 

例 6-6 3 门 火炮 对 准 目标 射击 , 击 中 目标 的 概率 依次 为 0.8、0.85、0.9, 求 : 

(1) 3 门 火 炮 都 击 中 目标 的 概率 。 

(2) ROF 2 门 火炮 击 中 目标 的 概率 。 

解 设 A; 二 {第 i 门 火 炮击 中 目标 }(i 二 1,2,3), 则 

P(Ai) = 0.8, P(As) = 0.85, Р(А;) = 0.9 
(1) Р(А, Аз Аз) = РСА, )РСА.)РСАз) =0. 8X0. 85X0. 9 
二 0. 612(А,.А, ,As 相互 独立 ) 
(2) РКА, А, Аз РАА: А: А.А: Аз РА, ААз) 
=Р(А, А, Аз) РРСА,А, Аз) +Р(А,А,А;) РРСА, А, А) (A; A; 相互 独立 ,Ai Ai 
也 相互 独立 ) 

一 P(Ai)P(A:)PCQ;) 十 P(A,)P(A:)P(A:) 十 PC )P(A:)P(A:) 十 P(A PCA: PA) 

=0. 8X0. 85X0. 1+0. 8X0. 15X0. 9+0. 2X0. 85X0. 9+0. 8X0. 85X0. 9=0. 941 

注 

(1) 判断 是 乘积 的 概率 或 条 件 概 率 是 要 看 某 一 事件 是 否 “ 已 经 发生, 不 用 定义 而 根 
据 题目 的 实际 意义 是 否 已 经 发 生 作 判 定 。 

(2) 用 乘法 公式 时 ,首先 要 看 事件 组 是 否 相互 独立 。 

(3) 若 A 与 B.A 与 B.A 与 B.A 与 B 中 有 一 对 相互 独立 , 则 其 余 三 对 也 相互 独立 。 

(4) 判断 事件 相互 独立 不 用 定义 ,而 是 看 实际 上 它们 之 间 是 否 相互 影响 。 若 A 的 发 
生 不 影响 BB 发生 的 概率 , 则 它们 相互 独立 。 

例 6-7 甲乙 、 南 3 人 同时 对 空中 目标 进行 射击 , 击 中 的 概率 分 别 为 0.4、0.5、0.7。 
目标 被 1 人 击 中 而 击落 的 概率 为 0.2, 被 2 人 击 中 而 击落 的 概率 为 0.6, 若 3 人 都 击 中 , Н 
标 必定 被 击落 。 求 : 

(1) 目标 被 击落 的 概率 。 

(2) 若 目标 被 击落 , 求 目标 被 2 人 击 中 的 概率 。 

分 析 ”本题 应 用 全 概率 公式 。 全 概率 公式 可 以 看 成 “由 原因 推 结果 ”, 每 个 原因 对 结 
果 的 发 生 有 一 定 的 “作用 ”, 即 结果 发 生 的 可 能 性 与 各 种 原因 的 “作用 ”大 小 有 关 。 本 题 中 
“目标 被 击落 ”的 原因 为 “1 人 击 中 、2 人 击 中 或 3 人 击 中 ”, 由 此 得 到 完备 事件 组 。 

解 设 A={ 目 标 被 击落 }),B; 二 {目标 被 i 人 击 中 }(i 二 0,1,2,3)。 显 然 B1 ,Bs,Bs 构 
成 一 个 完备 事件 组 。 设 Н, = (НЯ г Ла) (i 二 1,2,3), 则 

РСВә-—=.РОННЬН0.—=0,6Ж0Б Ж = 0.00 
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Р(В,) = P(HH;H;)+P(H,H;H;) + Р(Н.\Н+Н;) 
=0.4X0.5X0.3+0.6X0.5X0.3+0.6X0.5X0.7 = 0.36 
Р(В,) = P(H,H:-ĦH;) + P(H,H:H;) + P(A, Н,Н;) 
=0.4X0.5X0.3+0.4X0.5X0.7+0.6X0.5X0.7 = 0.41 
P(B) = POLAH, = б.4Х6.5 Х0.7 = 0. 14 
РСХА |В,) = 0,P(A |В.) = 0. 2,P(A |В.) = 0. 6,Р(А |В) = 1 
(1) 由 全 概率 公式 得 


3 
P(A)= >)P(B)P(CA | В) 
і=0 


= 0.09 0+0. 36 х 0.2 +0. 41 х0. 6 +0. 14 х1 
= 0. 458 


P(B,)P(A | B) _0.41Х0.6 
3 


(2) Р(В, | А) = Di 


220. 537 


D PDPA | В) 


і=0 
Ж 贝 叶 斯 公式 是 “由 结果 到 原因 ”, 它 可 以 帮助 人 们 确定 某 结 果 ( 事 件 A) 发 生 的 最 
可 能 原因 。 


6.5 ”教材 部 分 习题 解 题 参考 


习题 6-2 


3. 邮政 大 厅 有 5 个 空 的 邮 简 , 现 将 两 封 信 逐 一 随机 投入 邮 简 , 求 第 1 个 邮 简 内 恰好 
有 一 封 信 的 概率 。 

解 ” 样 本 空间 的 基本 事件 总 数 zx=5X5=25。 设 A=!{ 第 1 个 邮 简 内 恰好 有 一 封 
信 ), 则 完成 事件 A 必须 依次 经 过 两 个 步骤 : 中 从 两 封 信 中 选 出 一 封 信 投 入 第 1 个 邮 简 ， 
有 2 种 方法 ; @ 将 剩 下 的 一 封 信 投 入 其 余 4 个 邮 简 中 的 任 一 邮 简 , 有 4 种 方法 ,所 以 A 中 
包含 的 基本 事件 数 为 m 二 2X4 二 8, 故 


= т. 8. 
PEA) = n 25 


1. 有 10 张 分 别 标 有 数字 1—10 的 卡片 ,从 中 任 选 3 张 记录 其 号 码 , 求 ， 

(1) 最 小 号 码 为 5 的 概率 。 

(2) 最 大 号 码 为 5 的 概率 。 

解 “ 样 本 空间 的 基本 事件 总 数 w 一 Ci% 一 120, 设 A 一 { 所 选 卡片 最 小 号 码 为 5),B 一 
{所 选 卡片 最 大 号 码 为 5) 。 

(1) 所 选 卡片 最 小 号 码 为 5, 则 其 中 一 个 号 码 为 5 且 其 余 2 个 号 码 都 大 于 5, 从 6—10 
这 5 个 数 中 选 , 则 A ФА РВ н СЕ, ро Фр. 


(2) 同 理 可 得 PCB) 一 1 
Сы 20° 
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6. Ж А,В 为 两 个 事件 ,已 知 P(A)==0.5,P(B)==0.7,P(AUB)=0.8, 求 P(A 一 B) 
和 P(B 一 A)。 

解 由 P(AUB) 二 P(A) 十 P(B) 一 P(AB) 得 
P(AB) = P(A) +P(B)— P(A U В) = 0.5+0.7—0.8 = 0.4 
P(A— В) = P(A— АВ) = P(A) – P(AB) = 0.5 — 0.4 = 0.1 
Р(В А) = Р(В – АВ) = P(B)— Р(АВ) = 0.7 — 0.4 = 0.3 

т. ЕЯ АСВ,Р(А) =0. 4,Р(В) =0. 6,6: 

(1) Р(А),Р(В). 

(2) P(AUB) 。 

(3) P(AB) 。 

(4) Р(АВ),Р(АВ), 

(5) PAB). 

解 (D Р(А)=1—Р(А)=1—0.4=0. 6,Р(В)=1—Р(В)=1—0.6=0.4 

(2) РКАЦВ) =Р(В) =0. 6 

(3) P(AB)=P(A)=0.4 

(4) РКСАВ) = Р(В- АВ) = Р(В) -Р(А) =0. 2 
Р‹АВ) = Р(А- АВ) =Р(@) =0 

(5) P(AB)=P(AUB)=1—P(AUB)=1—P(B)=0.4 


习题 6-3 


2. (1) АЯ РКА) =0. 3, РОВ) =0. 4, Р(АВ) =0. 5, ЖИ P(B|A UB); 


PCBCAUB)) P(AB) 
P(AUB) P(A)+P(B)—P(AB) 


解 P(B|A UB) 
由 已 知 得 


P(A) = 1— P(A) = 0. 7.Р(В) = 1— P(B) = 0.6 
P(AB) = Р(А(0 – В)) = P(A) — P(AB) = 0.2 


故 
By 0.2 z 
PBA абыр ка 
(2) BA P(A) L РСВ|А)=1..РСА |В)= 5, РСАОВ). 
21. 
= 1 P(AB) _ 12 1 
解 P(AB)=P(B|A)P(A) Т5: РОВ) PAB 1 6 
2 
故 РСА В) = РСА) РСВ) -РКАВ)= +111 
6716 E 3 


3. 已 知 在 10 件 产品 中 有 2 件 次 品 ,在 其 中 取 2 次 ,每 次 任 取 1 件 , 作 不 放 回 抽样 , 求 
下 列 事件 的 概率 。 
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(1) 2 件 都 是 正品 。 

(2) 1 件 是 正品 ,1 件 是 次 品 。 

(3) 2 件 都 是 次 品 。 

(4) 第 2 次 取出 的 是 次 品 。 

解 设 Ai(i 二 1,2) 二 {第 i 次 抽出 的 是 正品 }。 


* ЖЕ; 
(1) P(A,A:)=P(A; | = 7—45 
(2) Р(А,А, ЈА, А,)=РСА,А,) РКА, А) =РСА, |A) P(A) +P(A: |А, РСА, ) 


9 10 9 10 45 
(3) PAA) =P, |А,)Р‹(А, ›=тху =з 
10 45 
(4) РСА,)=Р[ СА, ЈА )А, ]=Р(А,А,) ОСА,А,) =Р(А,А,) +Р(А,А,) 
=Р(А, АРСА) +P: |А,)Р(А, ›=тх$ т х= + 


4. ненна онооно Мы ай 3 次 
而 接 通 所 需 电 话 的 概率 。 若 已 知 最 后 一 个 数字 是 奇数 , 则 此 概率 是 多 少 ? 
解 设 Ai(i==1,2,3) 二 {第 i 次 拨号 拨 通 电话 },A== {拨号 不 超过 3 次 拨 通 电话 )， 
则 有 
А = А, U A,A: UAA Ai 
其 中 ,Al ,AiAs AAA; 两 两 互 不 相 容 ,因此 有 
1 


РСА) = 而 
PRAD == 
' Е * 910 10 
Р(А,А,А,) = PCA, |А,А;)Р(А, |А,)Р(А,) = 4-х 2х5 = 1 
P 2 2 3 Ө О p 


则 Р(‹А)=РСА,)+Р(А,А,)+Р(А,А,А,)=-5- 


ңа жил у АВОН ВЕУ 4-1-3, 

6. 已 知 男子 有 5%% 是 色盲 患者 ,女子 有 0. 25%% 是 色盲 患者 。 今 从 男女 人 数 相等 的 人 
群 中 随机 地 挑选 一 人 ,恰好 是 色盲 者 ， о" 

解 设 A=!{ 挑 选 出 的 是 色盲 者 }， 选 出 的 是 男性 }， 选 出 的 是 女性 } , 则 
1 
1, 

Р(В,) = 0.3, P(B:) = 0.2, Р(Вз) = 0.1, Р(В,) = 0. 4 
由 贝 叶 斯 公式 得 

P(B|A) 


P(B) = +, Р(В) = Р(А |В) = 0.05, P(A|B) = 0. 0025 


P(AB) P(AIB)P(B) 
P(A) P(ATB)P(B)+ РСАТВЭРСВ) 
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1 
0.05 X = 20 


0.05 х 3+0. 025 Х $ 24 


7. 有 2 箱 同 种 类 的 零件 ,第 1 箱 装 50 只 ,其 中 10 只 一 等 品 ; 第 2 箱 装 30 只 ,其 中 
18 只 一 等 品 。 今 从 2 箱 中 任意 挑 出 1 箱 ,然后 从 该 箱 中 取 零 件 2 次 ,每 次 任 取 1 只 ,做 不 
放 回 抽样 。 求 : 

(1) 第 1 次 取 到 的 零件 是 一 等 品 的 概率 。 

(2) 在 第 1 次 取 到 的 零件 是 一 等 品 的 条 件 下 ,第 2 次 取 到 的 也 是 一 等 品 的 概率 。 

解 设 B={ 从 第 1 箱 中 取 零 件 ) ,也 ={ 从 第 2 箱 中 取 零 件 ),A;={ 第 ;次 取得 的 是 一 
等 品 } (i 二 1,2)。 


由 已 知 条 件 得 P= P=, 


(1) P(A， ID=}, PA, |ID=, 


P(A,)=P(A, |B)P(B)+P<A, | В)Р(В) 


D РСА |А) = e 
其 中 P(A,A:)=P(A,A, |B)P(B)+P(A, gar 
P(A: A: |B) = Ly, PA A: |B) = 18 хт 
故 有 РСА, | А, та 
“вд, PAILP AA: |B)P(B) +P(A A: |B)P(B)] 
(оосу ЕСУ )= г (ду Г] 0.4858 
习题 6-4 


2. 已 知 A,B 独立 , 且 РАВ) = 1.,РСАВ) =РСАВ),Ж P(A), P(B). 
解 P(AB) 二 P(AB), 由 独立 性 可 得 

P(A)P(B) = P(A)P(B) 

(1— РСА))Р(В) = P(A)(1 一 PCB)) 

P(B) — P(A)P(B) = P(A) — P(A)P(B) 
因此 P(A) = Р(В) 


再 由 PAB =}. 
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ч; = РРО) (1—!РбАУУС =P = (1. PD) 
= = 
1-Р(А) = = 
Е _ @ 
РСА) = Р(В) = = 
总 习题 6 
1. 选择 题 。 
(1) 设 事件 A,B 互 不 相 容 ,P(A)==p,P(B)==g, 则 P(AB)=( Da 
A. pq В. (1—2) С. 9 Р”. р 
(2) 设 事件 A,B 满足 P(B|A)==1, 则 下 列 正确 的 是 ( Jo 
А. A 是 必然 事件 В. Р(В|А)=0 
С. АОВ D. P(AB)=0 
(3) 随机 事件 A ЯВ 相互 独立 , 且 P(A) =. РСВ) = A 和 BB 中 仅 有 一 个 发 生 
的 概率 为 ( A 
5 2 a M Л 
А. 5 B. 3 ©; 2 D. 3 
(4) # A,B E , В P(A)>0,P(B)>0, W FARF E E 
А. P(A|B)=P(A) B. P(B|A)>0 
С. P(AB)=P(A)P(B) D. P(B|A)=0 
2. 填空 题 。 
(1) 设 P(A)=0.5,P(B)=0.4,P(AB)=0.3, 则 P(AUB)= ,P(AB)= 
,P(AB)= 


(2) BA P(A)=P(B) 1 ,P(A|B)= ,; 则 P(A1B)= 


(3) Ж РСА›=0.4,РСА-+В)=0.7,# А.В 互 不 相 容 , 则 P(B)== 
相互 独立 , 则 РСВ) = 


(4) 设 两 个 相互 独立 的 事件 A 与 B 都 不 发 生 的 概率 为 0. 64,A REB 不 发 生 的 概率 


与 B 发 生 A 不 发 生 的 概率 相等 , 则 РСВ) = 
3. 计算 题 。 
(1) АЯ РСА) =0. 4,РОВ) =0. 3, РКАЦВ) =0. 6, РАВ). 


(2) 已 知 РСА) = 十 ,PCB) 一 立 , 在 下 述 不 同 条 件 下 求 PCAB) 的 值 : 


ФА.В ЖЖ; @ACB; ФР(АВ) =, 


(3) 已 知 10 件 产品 中 有 3 件 次 品 ,在 其 中 取 2 次 ,每 次 任 取 1 件 , 作 不 放 回 抽样 , 求 
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下 列 事件 的 概率 : 

D2 件 都 是 正品 ; @1 件 正品 ,1 件 次 品 ; @@ 至 少 1 件 正 品 。 

(4) 某 商店 出 售 的 电灯 泡 由 甲 、 乙 两 厂 生 产 , 其 中 甲 厂 的 产品 占 70%, 乙 厂 的 产品 占 
30%。 已 知 甲 厂 产 品 的 次 品 率 为 4%, 乙 厂 产 品 的 次 品 率 为 6%。 一 位 顾客 随机 地 取出 
1 个 电灯 泡 , 求 它 是 合格 品 的 概率 。 

(5) 有 2 只 盒子 , 甲 盒 中 装 有 2 RAR? RAR LAPRA 6 只 红 球 3 只 白 球 。 菜 
人 任意 取 1 只 球 , 求 取得 红 球 的 概率 。 


答案 
LWD ор (аб Фр 


2. (1) 0. 7,0. 2,0. 8 oi (3) 0.3,0. 5 (4) 0.2 


3 7 2 7 7 14 
$ 190,8 (2) DF; O30; Е (3) 015 O15; 915 


(4) 0.954 (5) + 


随机 变量 及 其 分 布 


7.1 基本 要 求 


(1) 了 解 随机 变量 的 概念 ,掌握 随机 变量 分 布 函数 的 概念 和 性 质 。 
(2) 理解 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 及 其 性 质 , 人 掌握 两 点 分 布 二 项 分 布 ” 泊 松 分 布 。 
(3) 理解 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 及 其 性 质 , 掌 握 正 态 分 布 、 均 匀 分 布 和 "指数 分 
布 , 能 应 用 概率 分 布 计算 有 关 事件 的 概率 ， 会 求 随机 变量 的 分 布 函 数 。 
“(4) 会 求 简单 随机 变量 函数 的 概率 分 布 。 


7.2 内 容 提要 


1. 随机 变量 的 定义 


设 随 机 试验 下 的 样本 空间 为 S={e}。 如 果 对 于 每 个 eE S, 都 有 一 个 实数 X(e) 与 它 
对 应 , 则 称 X(e) 是 一 个 随机 变量 ,随机 变量 一 般 用 X,Y,Z 或 ,7 等 表示 。 


2. 离散 型 随机 变量 


1) 离散 型 随机 变量 的 定义 
随机 变量 X 的 所 有 可 能 取 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 多 个 时 , 称 X 为 离散 型 随机 变量 。 
2) 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 的 定义 

Р(Х =х) = р (k=1,2,.) 
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v 
或 x~ m Ti Pe 
Р Рг рь 
3) 分 布 律 的 性 质 
(1) р„;220(#=1,2,--) 
(2) 2) pr=1 


k=1 
4) 常见 的 离散 型 随机 变量 的 分 布 
(1) 两 点 分 布 (0-1 分 布 ) 
P{X =k}= p# (1—p)™ (k=0,1;0<p<1) 


(2) 二 项 分 布 

X ~ (п.р) 

Р(Х =k) = Œp (1 — р)" (k=0,1,2, n; 0< p < 1) 
(3) 泊 松 分 布 


Х ~ п(А) 
Р(Х = Б) = еа (k = 0,1,2, А > 0) 
5) 常见 的 离散 型 随机 变量 分 布 的 关系 
(1) 4 n=1 时 二 项 分 布 即 为 两 点 分 布 。 
*(2) H n Кр 很 小 时 ， 


k 
Œp a 一 p~ ~ (= 


3. 分 布 函数 


1) 分 布 函数 的 定义 

设 X 是 一 个 随机 变量 ,z 是 任意 实数 ,函数 F(z) 二 P(X<z) 称 为 X 的 分 布 函数 。 
2) 分 布 函 数 的 性 质 

(1) F(Cz) 是 一 个 不 减 函数 。 

(2) 0<Е(а)<1,Е(—оэ)= lim F(z) 一 0,F( 十 cc) 一 lim F(x)=1,。 

(3) F(z) 右 连续 , 即 lim F(z)=F(zxo)。 


a 


3) 分 布 函数 的 求法 
(1) 离散 型 


F(z) = Dh 


pez 


(2) 连续 型 
F(z) = 下 ўба 
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4. 连续 型 随机 变量 
1) 连续 型 随机 变量 的 定义 
如 果 存在 非 负 可 积 函 数 /(z) ,使 得 FCz) = | уса = PCX < ), 则 称 X 为 连续 


型 随机 变量 , /(z) 为 X 的 概率 密度 函数 或 密度 函数 。 
2) 概率 密度 的 性 质 
CD AEAN 


2) Г йе, 


(3) Pla, <<) = [roa 
= 


(4) 车 /(z) 在 点 х 处 连续 , WA F Са) = 7С). 
3) 常见 的 连续 性 随机 变量 的 分 布 
1 


O 均匀 分 布 : 车 хви oTa а 0 у х ERM a,b) E 
0 Jib 
服从 均匀 分 布 , 记 作 X~U Cab). 
om 
(2) 指数 分 布 : 若 X 中 | ДАА ХВА 
0 х<0 
0 的 指数 分 布 。 
(3) 正 态 分 布 : 若 ХОНИ Со) е ооа оо) ДИН и A 


„то 
a(o>0) 都 是 常数 , 则 称 X 服从 参数 为 wp Mo 的 正 态 分 布 , 记 作 X~N u). 
/一 0,o 一 1 的 正 态 分 布 称 为 标准 正 态 分 布 , 记 作 让 一 N(0,1), 标 准 正 态 分 布 函数 为 
Plr). 
正 态 分 布 概率 的 计算 公式 为 


Pla < X <b) = a(t) Е 
с с 


“5. 随机 变量 的 函数 的 分 布 


1) 离散 型 
车 PCX 王 zi) 一 加 (一 1,2,…) ,一 5Cz)(R 一 1,2,…), 则 
P(Y = y) = р (Ё=1,2,-) 


2) 连续 型 
设 X 具有 概率 密度 fx (z) С ооа Боо), ХВ у= а(х) АК, НАНА 
g Са) 200 g 0) 0), ШУХ) ЕЕ ШЕЛ ЛЕ НЕ, ТПО ЖЕ Ж ИЕ ОУ 
ТАОЦА С) | а<у<ьЬ 


fro) = 
0 其 他 
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其 中 ,a 王 min{g( 一 co),g( 十 cc)),0 一 max{g( 一 co),g( 十 co)),z 一 A(y) 是 y 一 g(Cz) 的 
反 函 数 。 


7.3 学习 要 点 

本 章 学 习 的 重点 是 随机 变量 的 分 布 及 概率 计算 。 本 章 的 计算 涉及 导数 、 积 分 的 一 些 
简单 运算 ,技巧 性 不 大 ,但 注重 在 概念 理解 的 基础 上 进行 计算 。 要 理解 随机 变量 概念 的 引 
和 背景。 对 于 两 类 随机 变量 要 掌握 它们 的 特点 ,离散 型 随机 变量 要 理解 并 会 求 分 布 律 Е 
续 型 随机 变量 要 理解 概率 密度 函数 及 掌握 相关 性 质 。 理 解 常 见 的 随机 变量 的 分 布 ,尤其 
是 正 态 分 布 ,了 解 正 态 分 布 的 标准 化 ,会 查 标准 正 态 分 布 表 来 计算 概率 。 
7.4 例题 增补 


例 7-1 设 随机 变量 的 分 布 律 为 р‹х=ю=за(+-) @=1,2,-Э,Жа 及 PCX<2)。 


ж т) 一 1 即 症 5e[ 去 ] = 1 可 得 = 1. X 的 分 布 律 为 


1 k 
рех=® = (5) (一 1,2,…) 


2 
РХ 2) = Р(Х =) ФР = 2) = 1 (2) З 
(2 4 
例 7-2 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 F(z)= 王 4A 十 Barctanz( 一 co<xz<< 十 co), 求 ， 
(1) 常数 A,B。 


(2) 概率 密度 函数 f(x)。 
分 析 在 求 随机 变量 的 分 布 函 数 中 未 知 常数 时 ,要 利用 分 布 函 数 的 性 质 。 
解 (1) 由 分 布 函数 性 质 知 

ЕС+ ео) = A+B limarctanz = А +в =] 


F(— œ) = A+B lim arctanz = 4—58 = 0 


得 到 a=4. B=} 
т 
所 以 Ес) =-+-Тагсїапе (—со<тх<-+Есо) 
(2) 根据 在 连续 点 上 f(x) 二 F(x) ,得 
зу жаШ. ЖЕТЕЕР 
бе) = ау (—œ < х <+) 


017-3 已 知 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
| 


fix) = 
其 他 
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且 (х>)]=ф.® XX 的 分 布 函 数 。 


解 由 | = 1 得 | Caz аг =1, 即 +5 = 1, 
x А 


у 5 1 i a 8 а и 
xa» р(х> т) К а 0 = 总, 联 立 解 得 
а = 1, ь= 1 
所 以 
2+ Оа 1 
у(х) = 
0 其 他 
分 布 函数 为 
0 ®<0 
= [лоз = [(к++)ь беч 
1 221 
0 50 


Е atn о<х<1 


1 ж 258 

Ж 在 求 分 布 律 或 概率 密度 函数 中 的 未 知 常数 时 ,一 般 用 分 布 律 或 密度 函数 的 性 质 ， 
密度 函数 为 分 段 函 数 的 随机 变量 。 在 求 分 布 函 数 时 ,要 记 住 积分 上 限 是 工 , 且 分 布 函数 也 
是 分 段 函数 。 

例 7-4 设 期 末 考 试 各 科 的 成 绩 (百分制 ) 都 服从 于 正 态 分 布 ,结果 数学 考试 的 平均 
分 为 72 分 ( 即 六 值 ) ,而 96 分 以 上 的 考生 占 2.3%。 试 求 随意 抽取 的 一 份 试卷 的 成 绩 介 
于 60 一 84 分 的 概率 。 

解 ” 设 数学 考试 成 绩 为 X, 则 

X ~ М№72,02) 


Р(Х > 96) = 1 РОХ 96у = L (7) 1 (2) 0. 023 


即 

(2) 0.977 
查 标准 正 态 分 布 表 得 

Ф(2) ~ 0. 9772 
即 21000, ом? 

с 


所 以 


P(60 < Х<84)= (872) a(®]) 


с 
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Ф(1) —ФС— 1) = 2Ф(1) — 1 = 0.6826 
例 7-5 已 知 日 光 灯 管 的 寿命 X 服从 于 参数 为 3000 小 时 的 指数 分 布 。 某 教室 中 装 
有 10 支 日 光 灯 管 , 每 天 用 4 小 时 , 求 150 天 后 教室 中 换 过 日 光 灯 管 的 概率 。 
分 析 由 于 150 天 内 换 过 日 光 灯 管 的 数目 不 确定 ,直接 求 换 过 日 光 灯 管 的 概率 不 易 ， 
故 应 利用 求 未 换 过 日 光 灯 管 的 概率 来 求 。 
解 ”由 题 设 得 X 的 概率 密度 函数 为 


三 505699 > 
0 其 他 

则 在 150 天 内 某 支 灯 管 未 坏 的 概率 为 

P(X >150х4) = 1— P(X < 600) = 1 一 | эре de = е} 
设 A={ 换 过 日 光 灯 管 }, 则 

P(A)=1—P(A) = 1— (et)" ~ 0. 8647 

或 者 ,设立 为 10 支 中 未 换 过 的 日 光 灯 管 数 , 则 了 一 5(10,e- 支 ) , 则 

P(A) = 1—Р(Ү = 10) = 1— C8 (1 — et)? (et)! ~ 0,8647 
л 5 їй ® 
0.1 0.2 0.3 0.4 


例 7-6 已 知 x 的 分 布 委 为 


分 布 函数 。 
解 Y=2X +1 的 所 有 可 能 取 值 为 1,3,9, 且 
P(Y = 1) = P(X = 0) = 0.2 
P(Y 3) Р(Х 1) + Р(Х = 1) = 0.14+0.3 = 0. 4 
P(Y = 9) = Р(Х = 2) = 0.4 
жу 的 分 布 委 为 (， |, 
0.2 0.4 0.4 
由 分 布 函 数 的 定义 得 Y ПЛ ЖОО 


ж Ү=?Х* +1 的 分 布 律 和 


0 a 
0.2 1<у<3 
Fy(y) = Р(Ү< у) = ОЕ Зур 
1 у 2 9 
Ж 求 离散 型 随机 变量 的 函数 Y 的 分 布 应 该 先 求 了 的 可 能 取 值 ,再 把 与 了 取 值 相应 
的 X 的 取 值 的 概率 相 加 。 
例 7-7 设 X 的 概率 密度 为 
2 Osx] 


fx(x) = 其 他 
求 Y=e * 的 概率 密度 函数 。 


解 由 y 一 e* 得 z 一 一 Iny, 且 心 一 <0, 故 ye- 为 单调 碱 函数 。 
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L 


Н 0<ж<1Же!<у<1, H 
ТАУАС) | a<y<b 


һо) = | 
0 其 他 
2» |- е-!<у<1 
得 到 Frl = У 
0 其 他 


У 


[> еу 
0 


其 他 

例 7-8 iX HAE R F Co) ELE R MEULE EE 下 (X) 的 概率 密度 函数 。 

解 ”由 分 布 函数 的 定义 得 Ру(у)=Р(Ү<у)=Р(Е(Х)< у), h 27 Яп РЁ ЖЕЙ ЙЕ пу 
知 0 和 F(z) 志 1, 所 以 

当 y<0 时 ,Fy(y)=P(Y<y)=P(F(X)<y)=P(G)=0; 

 0<у<] В, Еу (у) = Р(Ү<у) = Р(Е(Х)<у) = РОХ<ЕУ! (у)) = ЕГЕ! (у)]= 5; 

Щ y>1 В, Еу (у) = Р(Ү<у) =Р(Е(Х)<у) =Р(0)=1, 
所 以 

1 0<у<1 
其 他 

Ж 求 随机 变量 的 函数 的 分 布 时 , 当 密 度 函 数 已 知 时 ,可 以 直接 用 公式 来 求 , 而 当 密 

度 函 数 是 抽象 时 可 以 像 例 7-8 一 样 先 求 分 布 函数 ,再 求 概率 密度 函数 。 


7.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


frg) = Еу' (у) = 


习题 7-2 
ea 


(2) p=% 060, 1.2.3) 


解 »=®—#—<о, 不 满足 条 件 1) , 故 不 是 随机 变量 的 分 布 律 ; 
ра 


(4) р (i=1,2,3,4,5) 


解 ЭЙ в, 故 不 是 随机 变量 的 分 布 律 。 


4. 一 大 楼 装 有 5 台 同 类 型 的 供水 设备 。 设 每 台 设 备 是 否 被 使 用 相互 独立 ,调查 表明 
在 任 一 时 刻 1 每 台 设备 被 使 用 的 概率 为 0.1。 问 : 

(1) 在 同一 时 刻 , 愉 有 2 台 设备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 在 同一 时 刻 , 至 少 有 3 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 
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(3) 在 同一 时 刻 , 至 多 有 3 台 设 备 被 使 用 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 设 同一 时 刻 被 使 用 的 设备 的 个 数 为 和 , 则 Х——5(5.0.1). 
(1) Р(Х=2)=Сї. 0. 1° (1—0. 1)#=0. 0729 
(2) Р(Х>Зз)у=Р(Х=3)+Р(Х=4)+Р(Х=5) 
=Q .0.1° (1—0. 1)#-ЕС • 0.1(1—0.1)+G • 0. 15 (1—0. 1) =0. 00856 
(3) Р(Х 3)=1—Р(Х=4) -Р(Х=5) =0. 99954 
5. 设 随 机 变量 X~, p) EM P(X=1)=P(X=5), kR P(X=2)。 
解 由 XX~5(6,p) 可 得 
Рох = 80 р (1— р) (Е = 0,1,2,3,4,5,6) 
Р(Х = 1) = Сір! (1 — p = 6р (1 — р)* 
Р(Х = 5) 5р5 (1— р) = 6p (1 p) 
6р (1— р)? = 6р (1 — р) 


解 得 /一 六 ,因此 


习题 7-3 

2. 设 袋 中 有 5 个 小 球 ,其 中 有 2 个 黑 的 ,3 个 白 的 。 从 中 任 取 3 个 球 ,其 中 黑 球 数 记 
为 X, 求 随机 变量 X 的 分 布 律 和 分 布 函 数 。 

解 X 的 所 有 可 能 取 值 为 0,1,2, 其 分 布 律 为 


мча 2С1 
РХ 0 = 80.1, РХ = 1) = © 0,6, Рх 2 = Ф оз 


当 х<0,(Х<х)=Ф,Е(х)=0; 

当 0<х<1,Е(х) = Р(ХФ ғ) =Р(Х=0) =0.1; 

Щ 122<2,Е(2) = Р(Х а) = Р(Х=0) Р(Х =1) =0. 1+0. 6=0. 7; 
当 ж>2,Е(х)=Р(Х<х)=Р(Х=0)+Р(Х=1)+Р(Х=2)=1.„ 


所 以 ,分 布 函 数 为 
0 2<0 
| 
Р(2 = 
07 1<=<2 
1 =>2 
0 == 
а —1<2<1 
4. 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 F(z) 二 1 2 ‚Н Р(Хх=2)у=-1_,ж. 
з 4 1©т<? 2 
atb х>2 


(1) a 和 2 的 值 。 
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L 


解 当 一 1]<zx<1,F(zx)=P(X<zx)=P(X 1)=a 
由 


1<х<2, F(r)= P(X<7x)= Р(Х D+P(X=1)=a+P(X=1) 


得 到 РСХ=1)= 2—34 
由 P(X=2)=1—P(X=—1)—P(X=1) } 
得 到 PCX 一 一 D) 十 PCGX 一 1D) 一 去 
且 х22, Е(х)=Р(Х<х)=1=а+Ь 
联合 可 得 
Q& 十 0 一 1 
|2:_ 二 下 
3 2 
解 得 а=, =$ 
习题 7-4 
0 z=0 
1. 设 连续 性 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 ro 0<х<1.Ж: 
1 Z 之 1 
(1) ЖА. 


解 ”由 于 FCz) 右 连续 , 即 lim F(z) 二 F(xo), 可 以 得 到 


= 


lim F(x) 
2-1 


lim Лх? А = Е(1) = 1 


zl 


(2) р(—1<х<+),(4<х<),һ(х>+.). 


1 1 
) (2) ЕС = 1 


i ғ 1<х< 


(3) X 的 概率 密度 函数 。 
解 ” 概 率 密度 函数 为 
Е а | 


22 
Гб) =F (шу = 
Ё 其 他 
ж 0<2<1 
3. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 rozp 1<х<2.,Ж: 


0 其 他 
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(1) X 的 分 布 函 数 。 
解 的 分 布 函数 为 

2<0 
хах Юж = 1 


0 


0 

ку = f y= [ 
а Гаа [оаа 1 їс» =й 

, 


27220 
2<0 
0<2<1 
即 Е(х) = Р 
ран 1<2<2 
1 х22 
(2)  РОХ<<0. 5),Р(1. 5< 23), 
解 P(X<0.5)=F(0.5)=0. 125 


Р(1.5 < < 3) = Е(3) — Е(1.5) = 1 (2х1. l %1,5? 1)=0.125 


2 
“4. 某 种 型 号 元 件 的 寿命 X( 小 时 ) 的 概率 密度 为 
1000 
f(z) = | а 
0 x< 1000 
现 有 一 大 批 此 种 元 件 ( 设 各 元 件 损坏 与 和 否 相互 独 立 ) , 任 取 5 件 , 问 其 中 至 少 有 2 件 寿命 大 
于 1500 小 时 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 任 取 一 件 该 种 元 件 ,其 寿命 大 于 1500 小 时 的 概率 为 
三 1000 4, 1000 |+ 


т? х 


x œ> 1000 


2 


1500 3 
任 取 5 件 这 种 元 件 , 其 中 寿命 大 于 1500 小 时 的 件数 记 为 X, 则 х-ь(5,2.), ок 
概率 为 


РОХ >®2)=1—Р(Х =0)—Р(Х = 1) 
2 4 
1-1-2) -@+1й—) =ш 
6. 设 随 机 变量 X 在 (1,6) 上 服从 均匀 分 布 , 求 方程 站 十 Xi 十 1 一 0 有 实 根 的 概率 。 
解 :的 二 次 方程 如 十 Xi 十 1 王 0 有 实 根 的 概率 是 它 的 判别 式 Д = xX — 1220, ВХ 
一 2 Ñ X22. 
由 假设 X~U(1,6) ,其 概率 密度 为 


f(x) = 
0 ”其 他 
故 方程 有 实 根 的 概率 为 
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要 


p= Р{(Х<—2)\)(Х:>2)} = PIX <— 2) +P(X 2 2) 


- ° fde уйе = E ode + [ Lar dz = 0.8 
7. ёш Х №020). Н РОХ 4) =0. 3.6 P(X<0). 
ж 由 
ро 一 X 一 4 o=) БӘ (2) Ф(0) = 0.3 
得 到 a(Ż)=0.3+20=0. 8 
故 р‹х<о)=®(—9)=(2)=о.в 
习题 7-5 
3. 设 连续 性 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
10 х 2> 10 
fx(z) = - 
0 æ< 10 


求 随机 变量 Y= 二 3X 一 1 的 概率 密度 。 
解 h y= rmi, (=) 二 , 故 其 概率 密度 为 


3 
10 1 y+1., 1 
ee и Fl 8 A. 
Ју Ja 3 z| = 3 
0 其 他 
30 
之 
у= 
э< 29 


4. 对 一 二 其 值 服从 (5,6) 上 的 均匀 分 布 , 求 圆 片面 积 的 概率 密度 
函数 。 
E ” 设 圆 片 直径 为 X, 面 积 为 ,有 у= а? 


X 的 概率 密度 为 
1 5<&=%6 
fx(x) = 
м ха 
ШҮ 1X 可 得 ,X= |+, 。 故 其 概率 密度 为 
10 l y+1 
| atii zei a g О 
fro) л (: 3 „= ( ч ) 
0 其 他 
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要 
总 习题 7 
1. 选择 题 。 
O) 已 知 P{X 一 zx} 三 (一 1,2,… 为 随机 变量 X 的 分 布 律 的 必要 条 件 是 ( ә. 
А. 2, ЗЕЙ В. х, 为 整数 С. 0<а,<2 D. а,22 


(2) 设 随机 变量 X ЕЛЕ ОУ рса) H С) рт) ,F(z) 是 XX 的 分 布 函数 , 则 
对 任意 实数 a, 有 ( Ns 
A. F(—a) = 1— [igde B. F(—a) = L- еса 
ў 7 
С. F(—a) = F(a) D. Еа) = 2Е(а)—1 


(3) 若 要 р(х) = соѕт 可 以 成 为 随机 变量 XX 的 概率 密度 函数 , 则 X 的 可 能 取 值 区 
间 为 ( ) 。 


A. [0.3] в. [$e] С. al р. [у Зк 1 
2. 填空 题 。 
(1) 已 知 随机 变量 X 具有 分 布 律 
X | 0 2 
加 | 0.3 0.5 0.2 


则 概率 Р(0<Х<1. 5} = 
(2) 已 知 随机 变量 X 具有 分 布 律 


其 分 布 函数 为 F(z), 则 ЕСО) = 
(3) 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 


a 1<2<+9 
уба) = 42 
0 ”其 他 
wW A= 
(4) 设 随 机 变量 X~N2,), H Р(2<Х<4)=0.4,Ш| РОХ<0) = 
3. 计算 题 。 


(1) 设 连 续 性 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 
I= g0 

Е; (жх) = | 
0 © 09 
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要 


R: DP{X<3}; @Р{Х=5}; @ 概 率 密度 fx(z) 。 
(2) 设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


x о<х<1 

F= a 1&5л<2 
0 其 他 

ЖХ ЕС). 
03) 设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 

Же ж<0 

fæ) = 1 0<:=<2 
0 2R 


RK: DRŽ k; OX 的 分 布 函 数 ; @P{X<1},P{X=1},P{1<X<2}。 

(4) 某 台 机 器 生产 螺栓 的 长 度 X( 单 位 : cm) 服 从 正 态 分 布 N(10.05,0.06?) ,规定 长 
度 在 (10. 05 士 0. 12)cm 为 合格 品 , 求 一 螺栓 为 不 合格 品 的 概率 。 

(5) 设 连续 性 随机 变量 X 具有 概率 密度 


2 ч 
рад = {ка +10 BRN 
0 х<0 
求 随机 变量 了 二 InX 的 概率 密度 。 
答案 
1.960710 (2) В (3) А 
2. (1)0.8 (2)0.5 (3) 2 (4) 0.1 


0.4e "和 全 х]>0 
SL @о @fx(z)= 
0 


< 0 
0 х<0 
К 
T 0<х<1 
(2) F(z) 一 А 
一 1<\х<2 
1 х>2 
| 
2e 2<0 
G) D=} Фра) 412 Gld 
2 зар 0©т<? ш" 
1 1222 
(4) 0. 0456 
2е? 
(5% Љо) tt 
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多 维 随机 变量 及 其 分 布 


8.1 基本 要 求 


(1) 知道 多 维 随机 变量 的 概念 ,了 解 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 函数 的 概念 及 意义 。 

(2) 理解 二 维 离散 型 随机 变量 的 联合 分 布 律 及 其 性 质 , 掌 握 其 边缘 分 布 律 。 

(3) 理解 二 维 连 续 型 随机 变量 的 联合 概率 密度 的 概念 、 性 质 及 其 边缘 概率 密度 。 

(4) 了 解 二 维 随机 变量 条 件 分 布 的 概念 ,掌握 随机 变量 独立 性 的 概念 ,能 够 应 用 独立 
性 进行 概率 计算 。 

(5) 会 求 两 个 随机 变量 的 函数 2 ХҮ 的 分 布 。 


8.2 内容 提要 


1. 二 维 随机 变量 的 定义 


设 随机 试验 FE 的 样本 空间 是 S=={e}, 设 XX 二 X(e),Y 二 Y(e) 是 定义 在 S 上 的 随机 变 
量 , 由 它们 构成 的 一 个 二 维 向 量 (X,Y) 叫 作 二 维 随机 向 量 或 二 维 随 机 变量 。 


2. 二 维 随机 变量 的 联合 分 布 函数 


设 (X,Y) 是 二 维 随机 变量 ,对 于 任意 实数 xz у. 0 ЕС, у) =P(X<r, Y<y) 
称 为 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 函数 。 

二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 函 数 FCz,y) 在 点 (zo,yo) 处 的 值 
F(zo,yo) 表 示 随 机 点 (X,Y) 落 在 平面 无 限 区 域 {(z,y) | — ооа 
Zo, 一 co<y 委 y)( 见 图 8-1) 内 的 概率 。 


3. 二 维 离散 型 随机 变量 图 8-1 


(1) 如 果 二 维 随机 变量 (X,Y) 全 部 可 能 取 到 的 、 不 相同 的 值 是 有 限 对 或 可 列 无 限 多 
对 , 则 称 (X,Y) 是 离散 型 随机 变量 。 
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(2) (X,Y) 的 联合 分 布 律 

Р(Х =Y = у) = Ба 00) = 1056) 
X.Y) RA A FHER: 
Ф ъь:>0(1.,у=1.2,-) 


@ 5 Уы = 
(3) 边缘 分 布 律 : 


Р(Х = в) = Ууру = р. (ї=1,2,+) 


PY = у) = >) = py G= 1:25) 


分 别称 为 关于 X 和 YY 的 边缘 分 布 律 。 


4. 二 维 连 续 型 随机 变量 
(1) 对 于 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 FCz,y) ,如 果 存在 非 负 函 数 /(z,y) ,使 对 


于 任意 的 zx,y 有 下 (zx,y) = | edudv, 则 称 (X,Y) 是 连续 型 的 二 维 随机 变量 ， 
函数 /(z,y) 称 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 联合 概率 密度 函数 。 


> 


(2) /(z,y) 具 有 以 下 性 质 : 
Ф у(х, у)220. 


of | усана = (Гис агау =1). 
R 
® (X,Y) 落 在 平面 上 的 区 域 G 内 的 概率 为 P{(X,Y)E б}= | /zsy)dzdy。 


G 
(3) 边缘 概率 密度 
ЕТЕК уй мох ү) 关于 的 边缘 概率 密度 丽 数 。 


жо = | fædre < у орн У 的 边缘 概率 密度 函数 。 


5. 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 常见 分 布 


密度 : 


1) 均匀 分 布 
设 G 是 平面 上 的 有 界 区 域 ,其 面积 为 A。 若 二 维 随机 变量 (X,Y) 具 有 如 下 概率 
+ сее 
Уау) = 
0 ”其 他 


则 称 (X,Z) 在 G 上 服从 均匀 分 布 。 
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“2) 正 态 分 布 
设 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
2-и Bola Domn КЕ? 
flz,y) = тар e mreza A Gra Е E =) 
nO У1— 0 


其 中 的 5 个 参数 满足 ; yu ,ps ,om 二 0,o 二 0,|ol 二 1, 则 称 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 记 作 
(Х.У) ~ Маз. 05 p) 
“6. 条 件 分 布 
D 二 维 离散 型 随机 变量 的 条 件 分 布 
P{X = zi|Y = у) 
称 为 Y= yw 的 条 件 下 ,X 取 值 的 条 件 分 布 律 ， 
P{Y=y; |=) = 站 称 为 X=z; 的 条 件 下 ,Y 取 值 的 条 件 分 


Р{Х=х,}) 
布 律 。 
2) 二 维 连续 型 随机 变量 的 条 件 概率 密度 


fe reld =E OSORA Y=y 的 条 件 下 X 的 条 件 概率 密度 。 


Р(Х = zY = уу) _ Pi 
Р(Ү = уу) Р.) 


Fr old = RP /у са) 0У ИНЕ Х=х 的 条 件 下 Y 的 条 件 概率 密度 。 


7. 随机 变量 的 独立 性 


(1) 设 XX 与 了 为 两 个 随机 变量 ,如 果 对 任意 的 实数 xz 和 yy ,事件 {X 三 zx} 和 {Y<y} 均 
相互 独立 , 即 PXS, Y<y) =P(XS1)PY Sy) , 则 称 随 机 变量 XX 与 Y 相互 独立 。 

(2) 相互 独立 的 判别 法 。 

Ф 离散 型 , P(X=zi,Y=y)=P(X=zx)P(Y=y;)。 

@ 连续 型 : у(х, у) = Ју (х) Ју Су). 


"8. Z=X+Y 的 分 布 
й=Х+Ү 的 概率 密度 函数 为 
еу E aor 一动 三 


或 RO= | аулау 


8.3 学 习 要 点 


本 章 学 习 的 重点 是 二 维 随机 变量 的 分 布 及 概率 计算 。 本 章 学 习 时 要 结合 一 维 随机 变 
量 的 知识 而 加 以 推广 。 注 意 二 维 与 一 维 随 机 变量 相同 与 不 同 的 地 方 , 重 点 了 解 二 维 随 机 
变量 的 独立 性 及 应 用 独立 性 解决 简单 的 计算 。 
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8.4 例题 增补 


例 8-1 设 事 件 A,B 满 足 P(A)= 1 ,P(B|A)=P(A|B)= 1 。 令 


1 FARE 1 EBRE 


0 HARRE 0 #BRRE 
试 求 X 与 Y 的 联合 分 布 律 。 
分 析 本题 的 关键 是 将 随机 变量 的 取 值 转化 为 已 知事 件 ,从 而 利用 古典 概率 的 基本 
知识 计算 所 求 概率 。 


解 由 于 
РА) = 1, Peja = АВ = +. РСА |в) = КАР =-+ 
故 РАВ) =, РСВ) 
而 P(X=0,Y=0)=P(AB)=1—P(AUB)=1—P(A)—P(B)+P(AB) 2 
P(X = 0,Ү = 1) = P(AB) = P(B) — Р(АВ) 


P(X = 1,Ү = 0) = Р(АВ) = P(A) — P(AB) 


сој со|— 


Р(Х = 1›,үҮ = 1) = РАВ) = 1 
从 而 得 和 X 与 Y 的 联合 分 布 律 如 下 : 


例 8-2 已 知 随机 变量 X 与 Y 的 分 布 律 如 下 : 


х Е 0 1 


рь 


w L 
4 2 4 


Н Р(ХҮ=0)=1, 
(1) 求生 与 了 的 联合 分 布 律 。 
(2) 判断 X 与 了 是 否 独立 。 
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-要 


分 析 由 于 РОХҮ=0) =1, WA РОХҮ50) =0, Р(Х= —1,У=1) =Р(Х=1, 
Ү=1) =0, жаи РЕЛ Х 5 Y 的 联合 分 布 律 。 

Й (1) 由 P(XY=0)=1, 知 P(X=—1,Y=1)=P(X=1,Y=1)=0, 

于 是 


一 本 一 过 过 


P(X =0,Y =1)= P(Y=1) 


P(X =1,Y = 0) = P(X = 1) 


Р(Х =0,Y=0)=1 karar, 0 
故 义 与 Y 的 联合 分 布 律 如 下 : 


到 | % 1. | 
х 
JEE 
0 0 -5 -$ 
1 + 0 十 
| | 
(2) 由 以 上 结果 可 见 

P(X=0,Y=0)=0 

而 P(X=0)P(Y=0)=++#0 


故 义 与 Y 不 相互 独立 。 


ke 19 zrS0wy>0 
例 8-3 设 (X.Y) 的 概率 密度 是 г E 
0 其 他 


С) 常数。 

(2) 联合 分 布 函 数 F(x,y)。 

(3) P(0<X<1,0<Y<2), 

分 析 ”该 题 要 利用 联合 概率 密度 的 性 质 | ”| /Cz,y)dzdy = 1 求 得 未 知 常数 , 然 
后 根据 概率 密度 的 定义 得 到 分 布 函数 。 

解 (1) 根据 概率 密度 的 性 质 , 可 知 


ї= F Г /(х,у)4хду = ГГс = А 
ЖЭР 2Р7 о Јо 
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ыы 
Ж А=6. 
(2) 当 z>0,y>0 时 ， 
F(z,y) = Г Г zy)dzdy = ff se aray = (1—е#*)(1—е->) 
a os 
х,у 为 其 他 情形 时 ,F(x,y) 二 0。 
(1—е7%9)(1—е75) Oo 
故 Paf 
0 其 他 


(3) 利用 分 布 函数 的 知识 可 得 
Р(0<Х<1,0<Ү<2)= Е(1,2) – Е(1,0)— F(0,2) + F(0,0) 
= (1—е2)(1—е7%) 


也 可 用 概率 密度 计算 : 
PO<X<1,0<Y<2)= P[(X,Y) € G] = | ra 
(XDEG 
= Га Гвен ау = (1—е72)(1—е7%) 

例 8-4 一 整数 等 可 能 地 在 1,2,3,…,10 十 个 数 中 取 一 个 值 。 设 4d=d(z) 是 能 整 
除 n 的 正 整 数 的 个 数 ,f= 二 =f(n) 是 能 整除 的 素数 的 个 数 , 求 d 与 了 的 联合 分 布 律 。 

分 析 ”本题 的 关键 是 弄 清楚 4 与/ 的 可 能 取 值 。 经 过 逐个 验算 可 知 4 与 f 的 取 值 
分 别 为 1,2,3,4 与 0,1,2, 然 后 利用 古典 概率 公式 即 可 求 出 。 

R ”经 过 逐个 验算 可 得 10 个 整数 的 d 与 了 的 值 如 下 : 


n | 1 2 3 4 5 6 8 9 10 
d(n) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 
fln) 0 1 1 1 1 2 1 1 1 2 
= 
故 Р(а=1„у=0)=ту 


P(d=1,/=1)=0 
P(d=1,/=2)=0 


=y p 
Р‹а=?,=1)=т 
其 他 可 类 似 计算 ,得 到 d 与 了 联合 分 布 律 如 下 : 
а 
1 2 з 4 
f 

0 十 0 0 0 
4 2 1 
1 б 10 10 10 
2 0 0 0 2 
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要 


1 
2 十 二 zy 0<х<1,0<у<2 
例 8-5 ganeuon se] 3 = 求 


0 其 他 


К: 


(1) (X,Y) 的 两 个 边缘 概率 密度 。 
(2) (X,Y) 的 两 个 条 件 概 率 密度 。 
(3) 概率 P(X+Y>1),P(Y>X). 


й (1) fx(z) 一 Г rewas E 5 
0 


1 1 1 
+) +4 0<у<2 
fro) = [| flzr,y)dr = |! 3 3 6 SS 
0 


(2) Ҹ0<а<1 时 ,有 


fyix(y | zx) = Elsy). = 


当 0<у<2 时 ,有 


ба? + 22у 
= 0<х<1 
Губ | у) = Lan) = | 2+у тонун 
т 其 他 
(3) P(X +Y > 1) = P[(X,Y) € G] = [| бе; уйй» 


(XDEG 
А 2 а) — 65 W r 
= faf (a + 全 jdy = 55 ( 见 图 8-2) 


PO >X) = PL(X,Y) Є 6] = [ КОКУЛ 


(X,Y)EG 
= [|| (= +)» = 5 z ( 见 图 8-3) 


y 
2 


х+у=1 
图 8-2 图 8-3 


018-6 设 X 与 Y 相 互 独立 且 都 服从 于 参数 为 0 二 1 的 指数 分 布 , 求 Z=X+Y 的 概 
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分 析 ”该 类 题 型 直接 利用 卷 积 公 式 ,结合 图 形 注 意 区 间 划 分 即 可 。 
解 由 已 知 条 件 得 


Є жеб е” y>0 
fa) = | ， f(y) = | 


0 хт<0 0 уо 


下 面 利用 卷 积 公式 户 (=) = | AO dde Ж. 


为 确定 积分 限 , 先 找 出 使 被 积 函 数 不 为 0 的 区 域 ( 见 图 8-4): 
ж > х2> 0 
le 


= 
故 当 zz 二 0 时 ,fz(z)==0; 


жее 8-4 


EES OAOE. fe We my = жє», 
Ж 


8.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


习题 8-1 


3. 把 一 枚 均匀 硬币 抛掷 3 次 , 设 X 为 3 次 抛掷 中 正面 出 现 的 次 数 ,而 Y 为 正面 出 现 
次 数 与 反面 出 现 次 数 之 差 的 绝对 值 , 求 : 

(1) (X,Y) 的 分 布 律 。 

(2) P(X=Y),P(X>Y). 

解 (1) (X,Y) 可 取 值 为 (0,3),(1,1),(2,1),(3,3)。 


3 
Р(Х = 0,У = 3) (+) 1 


Р(Х = 1,У =D) = С 


ww со|оо 


1 
2 

2 1 

Р(Х = 2,Ү = 1) = С; · 2 
3 


Р(Х = 3,Y = 0) (5) 


故 (X,Y) 的 分 布 律 如 下 : 
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4 
0 1 
X 
A 
0 0 8 
3 
1 9 0 
3 
2 8 0 
1 
3 0 5 


(2) P(X=Y)=P(X=0,Y=0)+P(X=1,Y=1) 3 


P(X>Y)=1—P(X<Y) 


~ 


1—P(X=0,Y=0)—P(X=0,Y=1)—P(X=1,Y=1) 
5. 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
#(66—х—у) 0<х<?2,2<у<4 


fixy) =| 
0 其 他 

(1) 确定 常数 A。 

(2) 于 IY 

(3) Ж Р(Х+Ү<А), 


解 〈1) 根据 概率 密度 的 性 质 可 知 


oo co 4 2 
1= | | Fæy)dedy = Га (6 —– х —– ydr 
=m д o 


4 1 2 4 
| [6 Wz “|| ау [аз 2y 一 2)dy = 8k 
ғ 2 0 i 


g= 
k=- 


-i 1 
(2) P(X <1,Y <3) = Faf 106—204: 
л 
-1f Е С | TE ) 3 
zdle yx aa |= 2 у)ду = = 
(3) E у (2.у) 50 ЮКА Ю:0<х<2.2<у<4 上 作 直 线 x 十 y= 二 4, 并 记 


С.(0,у)|0<2<2,2<у<4-—а) 
则 Р(Х+Ү<4)= PL(X,Y) Є С] 


=: 


= [| fGendrdy = | | 


(XDEG 


1 
z 2 — у)ах 


ty 
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Ly 1 2 2 
zh [2 r 590 ] 由 = 


Aj 1 2 
dy zle »й—»—-у %—у) Jo 
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习题 8-2 


1. 设 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
Су(2—2) 0<2<1,0< у= 


fay) = 
其 他 
(1) 常数 C 的 值 。 
(2) Х 和 Y 的 边缘 概率 密度 Sxl), fyo). 
解 ” 作 出 f(x,y) 去 0 的 区 域 ,如 图 8-5 所 示 。 
(1) 由 概率 密度 的 性 质 知 


мө рә 1 = 
{= | | f(r,y)drdy = | def Су(2 — x)dy 
075: ВЕ о Jo 


ч 2 |z 1 Р 
22у У | | С (912 азда = 5С 
Ге 2) У таа | 2 (22 r’ )dz 24 
д.с 21, 
2 
5 | ZAY e—a = 122 (0—20) Or 
(2) fx (zx) =| /(х,у)4у = 1 5 5 
0 其 他 


È 2 
ФУ | 22o zdr “(5 5+5) 0<у<1 
fro) = Г Ј(х,у)ах = ү > 5 2 
0 其 他 
习题 8-3 


2. 设 随 机 变量 X 与 Y 相互 独立 ,其 概率 分 布 分 别 如 下 , 求 P(X=Y) 及 P(X<Y)。 


解 由 X 与 了 相互 独立 的 充分 必要 条 件 可 知 
Р(Х = 0,7 =0у = Р(Х = 0)Р(Ў =0) 


1 
9 
2 
9 


Р(Х = 0,У = 1) = Р(Х =0)Р(Ү = 1) 
由 此 可 以 得 到 联合 分 布 律 如 下 : 
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V 
F 
0 1 
xX 
1 2 
Q F 9 
2 4 
了 ә 
故 P(X=Y)=P(X=0,7=0)+P(X=1,Y=1)=3 


РОХ <) = Р(Х =0 y= p= 


9 
3. 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
бху 0<2<1,0<у<1 
(х,у) = | 
0 其 他 
(1) 判断 X 与 了 是 否 相 互 独立 。 
(2) Ж fxly (у), ах Су). 


Гета = 22 0<2<1 
0 其 他 
К =3у 0<у<1 
0 其 他 


Ж (1) /x(z) 一 F seva = | 


09 = [лела = | 


可 见 对 任意 的 实数 zx 与 > 均 有 
f(x,y) = fx) ЈуСу) 
故 X 5 Y EI. 
(2) 当 0<2<1 8; 
foxo | x) = бху) _ блу? _ зу? 


fx(zx) 27 
当 0<><1 时 : 
=. Ша). буе. ә. 
fxiy (x | у) FO) зу? 22 
故 当 0<z<1 时 : 
3y 0<y<1 
fnxly | х) = | 
0 ”其 他 
可 以 看 出 Рах 12) = fy) 


同样 可 得 到 fxy(z1y) 二 fx(zx), 也 说 明 义 与 Y 相互 独 立 。 
“4. 设 随机 变量 Х 关于 了 的 条 件 概率 密度 为 
3z 

Хуб |у) = Я 

0 ”其 他 


Оа чу 
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5y 0<у<1 
且 已 知 һо ‚Ж P(X>0. 3). 
0 其 他 
15zy 0<х<у<1 
ж гені} 
其 他 


= Глау = | 


Гоча = 524 0<х<1 
0 


0 其 他 
故 P(x>0.3 =| 5z*dx 一 1 一 0.35 
习题 8-4 
1. 设 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 下 : 
F 
0 1 2 
X 
1 2 $ 
9 B 9 B 
2 1 1 
1 9 B 18 
1 1 2 
i 18 18 了 
Ж: 
(1) Z=X -Y 的 分 布 律 。 
(2) Zs 二 max{ 义 ,了 Y}) 的 分 布 律 。 
解 (1) X.Y 所 有 可 能 取 的 值 为 : 0.1.2.4. 
P(Z1 =2)=P(X=1,Y=2)+P(X=2,Y=1) е 
类 似 可 求 出 其 他 值 ,得 到 分 布 律 如 下 : 
2 0 1 2 4 
11 1 2 4 
w | 18 18 18 


(2) 2 一 max{X,Y} 可 能 取 的 值 为 0,1,2, 其 分 布 律 如 下 : 


a |o 1 2 


E| 


со 
_ 
со 
со 
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2. 设 X 与 了 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 


1 й=хж=] е?” y>0 
fx(z) = | ， fy(y) = | 
о ”其 他 0 ”其 他 
Ж 7=Х+Ү 的 概率 密度 。 “ 


解 、 利 用 卷 积 公式 уб) = | сео буоду 找 出 使 被 和 
函数 不 为 0 的 区 域 ( 见 图 8-6): 
у>0 у> 0 
即 | 
kasa 


Гле Wf Wdy | 
| 


е”ду = (е—1)е* = 221 
1—1 


fz = Гле Wf dy 
0 其 他 


1—e™ 0<:<1 
ro- z 


Bp Сез? 
0 其 他 
з. 车 六 与 Y 独立, 且 具 有 共同 的 概率 密度 ， 
e= >l 
f(z) = | 
0 ”其 他 
求 Z 一 X+Y 的 概率 密度 。 
a R 利用 卷 积 公式 O = | сол adde h 


al 25 1 2 
“| ( 见 图 8-7) ,再 由 
ра aS 


эйе | 


1 


=“ жа. 
ee ddr 一 | ех ®>2 
1 


图 8-7 其 他 
ex—2) >й7 
得 ло] 
0 其 他 
总 习题 8 
1. 选择 题 。 


(1) 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 
4zy 0<х<1,0<у<1 


f(z,y) = 
ы 其 他 
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z 
则 PCX<Y)=( ). 
A. Гау» B. aef as 
С, Га [ауа р. Га[ ауу 
(2) ВЕЛНЕ X A Y 有 相同 的 概率 分 布 : 
X | = 0 1 


рь | 0.25 0.50 0.25 


并 且 满 足 P(XY=0)=1, 则 P(X2: 一 Y2 ) 一 ( Jis 
A. 0 B. 0.25 С. 0.5 Р; 1 
2. 填空 题 。 
(1) 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 下 : 


«Х,У | (0,0) (一 1,1) (一 1,2) (1,0) 


1 1 1 5 
如 6 3 12 12 
则 X 的 边缘 分 布 律 为 ; Y 的 边缘 分 布 律 为 


(2) 设 平面 区 域 D 由 曲线 y 一 士 及 直线 y 一 0,x 一 1,x 一 e 围 成 ,二 维 随机 变量 
(X,Y) 在 区 域 D 上 服从 均匀 分 布 , 则 (X,Y) 关 于 X 的 边缘 概率 密度 在 x 二 2 处 的 值 


为 8 
(3) 设 随机 变量 X 与 了 相互 独立 , 且 X 一 N( 一 3,1),Y 一 N(2,1),Z 一 X 一 27 十 7, 则 
Z~ 5 
3. 判断 题 。 
(1) 设 (X,Y) 是 二 维 随机 变量 ,事件 {X 委 z,Y 委 >} 表 示 事 件 {(X 委 z)} 与 人 Y 入 >) 的 积 
事件 。 ( ) 
(2) 车 XX 与 Y 都 是 标准 正 态 随机 变量 , 则 ХАУ 0,2). ( 
(3) 车 X~N(0,1),Y~N(0,1), 且 XX 与 Y 相互 独立 , 则 立地 ~N (0, 寺 ]。 ( ) 
(4) 若 随机 变量 X 与 了 相互 独立 , 则 D(X 一 Y)=D(X) 一 D(Y)。 ) 
(5) ЕСХҮ) = ЕСХ)Е(Ү ЕШМШ X 与 了 相互 独立 的 必要 而 非 充分 条 件 。 
‹ › 


4. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 具 有 联合 概率 密度 


Р 5 Ве 992 =2>0,у >й 
С у: = 
0 其 他 


(1) 确定 常数 &。 
(2) OR X,Y 的 边缘 概率 密度 。 
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(3) 判定 X 与 了 是 否 相 互 独立 。 

(4) 求 概率 Р(Ү<Х). 

5. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 密度 函数 为 
0<2<2,|у|<= 


А 
fixy) “ 
о ”其 他 
(1) 求 常数 A 的 值 。 
(2) 求 边缘 概率 密度 fx (x), fy). 
G) 问 X 和 了 是 否 独立 ? 
“6. 已 知 随 机 变量 (X,Y) 的 密度 函数 为 


Cry х? <у&<1 


fixy) =i 
0 其 他 

Ж: 

(1) 常数 C。 

(2) 条 件 密度 函数 fxly (zx1y)。 

(3) 在 条 件 у=0.5 FX 的 条 件 密度 函数 。 


“7. 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 密度 函数 为 


1. Ге [еї 
f(r,y) = 
0 ”其 他 


(1) 边缘 概率 密度 [x (x) ,fy(y)。 
(2) 条 件 密度 函数 Гу Су) о 


答案 
1. (DB @)А 
2, (1) 
® јер о g у |a w a 
5 > Б п я a 
® | 入 R 中 | 天 в g 
(2) + (3) N(0,5) 


ЗО OX WA WX (5) У 


е* >й 2e y>0 
4. (1) k=2 (2) ==] Po-| 
0 其 他 


(3) X 与 立 相 互 独立 (4) 2 
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с 
s4, 
5. (1) A= 1 
” 2+3 —2<у<0 
и 0<2<2 
(2) fx(z) = r=" уус 
0 ”其 他 4 
0 其 他 
(3) 不 独立 
. 21 
6. (1) С= 1 


| 1.5л?%?у-# 一 My<z<Vy 
D носна) 


0 其 他 
3V2i —./0.5<ж<./0.5 
(3) xy (zly 一 0. ®-—{ 
0 其 他 
1 1 
z а] = <1 
ар, а awf? 11 = [vl 
о ”其 他 о ”其 他 


D fxr(zly)= 去 ,|z|<1,|y|<1 


9.1 基本 要 求 


(1) 理解 随机 变量 数字 特征 的 概念 ,并 会 运用 数字 特征 的 基本 性 质 计 算 具 体 分 布 的 
数字 特征 。 

(2) 掌握 常用 分 布 的 数字 特征 (数学 期 望 方差) 。 

(3) 了 解 二 维 随机 变量 的 其 他 数字 特征 : 协 方 差 , 相 关系 数 . 矩 和 分 位 数 的 概念 

(4) 了 解 大 数 定律 及 中 心 极限 定理 ,能 应 用 中 心 极限 定理 做 简单 的 计算 。 


9.2 ”内容 提要 


1. 数学 期 望 
1) 数学 期 望 的 定义 
(1) 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 
设 随 机 变量 X 的 概率 分 布 为 P(X=z) 二 p(k 二 1,2,…), 称 
Эда = qipi Hazp: + Баарь 
为 随机 变量 X 的 数学 期 望 ,简称 期 望 或 均值 , 记 作 E(X)。 
(2) 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 
设 连 续 型 随机 变量 X 的 密度 函数 为 1(z) ,车 积分 |x/(z)dz 绝对 收敛 , 则 称 此 积 


分 | afde 的 值 为 X 的 数学 期 望 , 即 ECX) = | зусдаг. 
2) 数学 期 望 的 性 质 
(1) ЕСС)=С(С 为 任意 常数 ) 。 
(2) Е(СХ) =СЕСХ). 
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v 


(3) ЕСХ+Ү)=Е(Х)+Е(Ү). 

“(4) Ж X,Y 相互 独立 , 则 ECXY) 一 ECX)ECY) 。 

3) 随机 变量 函数 的 数学 期 望 

设 Y 是 随机 变量 X 的 函数 : Y 一 g(X) ,g(xz) 为 连续 函数 。 

(1) 若 离散 型 随机 变量 X 的 概率 分 布 为 P(X=z,) 二 p(k 二 1,2,…), 则 随机 变量 函 
数 Y 的 数学 期 望 为 


Е(Ү) = ELg(X)] = Увам 
(2) 若 连 续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 /(z)， 则 随机 变量 函数 Ү 的 数学 期 望 为 
EY) = ELg(X)] = [T efod 


2. 随机 变量 的 方差 


1) 方差 的 定义 
设 X 是 一 个 随机 变量 , 若 E{[X 一 E(X)]} 存 在 , 称 E{[X 一 E(X)]) 为 XX 的 方差 ， 
记 作 D(X), 即 
D(X) = E{[X— E(X) F} 
称 VD(X) 为 X 的 均 方差 或 标准 差 , 记 作 ох), 
2) 方差 的 计算 公式 
DX) = BOR NER 
3) 方差 的 性 质 
d) 设 C 是 常数 , 则 D(C)==0。 
(2) 若 C 是 常数 , 则 D(CX)=C*D(X)。 
“(3) 设 X,Y 是 两 个 随机 变量 , 则 
D(X +Y) = D(X) +D(Y) +2{[X — E(X) JLY — E(Y)]} 
Ж X,Y 相互 独立 , 则 
D(X +Y) = DCX) + DY) 


3. 常见 随机 变量 的 数学 期 望 与 方差 ( 见 表 9-1) 


表 9-1 

常见 分 布 E(X) D(X) 
0-1 Р ВС) 
X~b(n,p) np пр(1— р) 
Х^-т(Л) А А 

a+b (b—a)’ 

X~U(a,b) z 12 
指数 分 布 0 0° 
Х~ №?) ГА с 
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4. 协 方差 


设 (X,Y) 为 二 维 随 机 变量 ,车 {LX 一 E(X)J[Y 一 E(Y)]} 存 在 , 则 称 其 为 随机 变量 
X 与 了 的 协 方差 , 记 作 Cov(X,Y), 即 
Соу(Х,Ү) = E{[X – Е(Х)ЈГҮ — Е(Ү)]} 


5. 相关 系数 


Cov( X,Y) 


称 PT n A 
Pa ЛУСХу VD 


(Р(Х):>0,0О(Ү):>0) HHEIL ХҮ 的 相关 系数 。 


6. Ж 


设 X 是 随机 变量 , 若 E(X*)(k 二 1,2,…) 存 在 , 称 它 为 X ЙО k MEAE , ER k ME. 
车 E{[X 一 E(X)]*)(k 二 2,3,…) 存 在 , 称 它 为 X k 阶 中 心 矩 。 


7. 独立 同 分 布下 的 中 心 极限 定理 
设 随机 变量 Xi ,X，,…X,,… 相互 独立 ,服从 同一 分 布 , 且 具 有 数学 期 望 和 方差， 


ЕХ» =m D = о? >> 0 1,2,…), 则 随机 变量 之 和 УХ, 的 标准 化 变量 


Ухх) С ан 
k=l k=1 k=l 


YX, x) 
的 分 布 函数 Е, (xz) 对 于 任意 z 满足 
è 7 Ухт * _1 ên 
limF, Сх) уг < | Зе dt = Ф(х) 


9.3 学 习 要 点 


本 章 的 主要 内 容 是 随机 变量 的 数字 特征 ,要 掌握 数学 期 望 和 方差 的 概念 和 计算 ,牢记 
常见 随机 变量 的 数学 期 望 和 方差 ,并 且 能 够 利用 期 望 与 方差 的 性 质 进行 概率 或 随机 变量 
函数 的 期 望 与 方差 的 计算 。 


9.4 例题 增补 


例 9-1 已 知 X~N( 一 2，0.42), 求 瑟 (X 二 3) 。 
解 ”由 数学 期 望 的 性 质 得 
已 (X 十 3)? 一 下 (X: 十 6X 十 9) = E(X?) + 6Е(Х) +9 
= О(Х) +E (X) +6Е(Х) +9 = 0.16 +446 X (一 2) 十 9 一 1.16 
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注 在 期 望 和 方差 的 有 关 计 算 中 ,经 常 要 用 到 方差 的 计算 公式 DASE) 
[ECX)J? 来 计算 下 (X2), 即 下 (X2) 一 D(X) 十 LE(CX)]:。 注 意 公 式 的 灵活 使 用 。 
019-2 盒 中 有 7 只 球 , 其 中 4 只 白 球 ,3 只 黑 球 , 从 中 任 取 3 只 球 , 求 抽 到 白 球 数 X 


的 数学 期 望 和 方差 。 
解 X 的 概率 分 布 为 
х | 0 1 2 3 
а са аа q 
р. Œ С? G © 
故 ЕСХ)=12, DCX) 一 ECX?) [Е(ЮР= 


2<0 


0 
例 9-3 已 知 随机 变量 ХПА С ЕС) = 0<:<4.6 ЕСО D(X). 


1 0<2<4 
: 则 


о ”其 他 


E(X) = jä /‹ ›4 = |" 24. = < 
= n Z)dz = т = 5 


解 ХИ ERRO ГС) = 


Sn = [®чь 
ЕСК?) =[ /(х)ах = b 1 %* 12 


D(X) = Е(Х*)—[Е(Х)]? 


р 
则 (е) охо. 2+1 0.31557 ХО. 5—5 


а] (вва) ез (за а 


2+? 


i p(z) e(z) dE 5 (15), 
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例 9-5 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
ах? +br +c 0<х<1 


0 其 他 
已 知 ЕХ) =0. 5,00Х) =0. 15,6 a,b,c 


fea) -| 


解 MF [соаг = т. саз" J Fairs 1, 得 到 二 a 十 二 5 十 < кз 


+ 1 
由 EX) = | zf (x)dz = | х(ах* ЬЬ +o)dr = 0.5, 有 la+ + ye 0.5。 
Кы F 


而 D(X) = E(X?) 一 [ECX)]?, 故 得 E(X?) = 0.4. 
b+ >c = 0.4。 联 立 三 式 解 得 
a=12, b=—12, с=3 
例 9-6 某 箱 装 有 100 件 产品 ,其 中 一 等 品 \ 二 等 品 和 三 等 品 分 别 为 80 件 ,10 件 和 
10 件 。 现 从 中 随机 抽取 一 件 , 设 
x= 1 抽 到 i 等 品 G= 1,2,3) 
= 其 他 


又 | z? (ax? +br +c)dr = 0.4, La | 
0 


(1) 随机 变量 Xi 与 X。 的 联合 分 布 律 。 
(2) 随机 变量 Xi 与 X* 的 相关 系数 。 
分 析 ”本题 的 关键 在 于 将 随机 变量 的 取 值 转化 为 随机 事件 。 
解 (1) 设 事 件 A;= 抽 到 i 等 品 (i 二 1,2,3),Al,As,A; 两 两 互 不 相 容 , 且 有 
P(A) = 0. 8,P(A:) = P(As) = 0.1 
可 知 联合 分 布 律 为 
POG = 六 二 = = PI 
Р(Х; = бь®% = 1) =Р(А#)'= 0:1 
Р(Х, = 1.Х:=10) = POA = 0,8 
РОХ, = B= =Р( = 
(2) ЕСХ,)=0.8, E(X) =0. 1;D(X1)=0, 16,D(X;)=0. 09. 
由 于 X X: 的 取 值 为 0,1 的 概率 分 别 为 1,0, 故 有 
E(XiXi) =0х1+1х0=0 
Соу(Х,.Х,) = Е(Х,Х,) —Е(Х,)Е(Х,) =— 0. 08 
Соу(Х\.,Х;) — 0.08 2 
DRIDI 0.16 х 0. 09 3 
019-7 B X ~NA, 2), X: ~N(1,3?), X ~N(1,15), E Xi,Xs,Xs 相互 独立 , 求 
PiX imi t5 
分 析 ”本题 利 用 正 态 分 布 的 可 加 性 求解 . 若 XG = 1,2,…,n) 是 nn 个 相互 独立 的 服 


Охх, 


JA N Cr s0?) 分 布 的 随机 变量 , 则 У) X: 仍然 是 一 个 服从 正 态 分 布 N (jy,o) 的 随机 变量 ,并 
且 参 数 为 
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L 


„= Бр а? = Do 
1 fa 
解 Р(Х,;:>—2Х,—2Х,+15)=Р(СХ,+2Х,+2Х,:>15) 
设 了 二 Xi 十 2Xs 十 2Xs ,由 于 Xi X2: X; 相互 独立 , 且 都 服从 正 态 分 布 ,由 此 得 
Y ~ N(5,10?) 


15 一 5 
10 
例 9-8 一 生产 线 生 产 的 产品 成 箱包 装 , 每 箱 的 重量 是 随机 的 。 假 设 每 箱 平均 重 
50 千克 ,标准 差 为 5 千克 。 若 用 最 大 载重 量 为 5 吨 的 汽车 承运 , 试 利用 中 心 极限 定理 说 
明 每 辆 车 最 多 可 装 多 少 箱 , 才 能 保证 不 超载 的 概率 大 于 0. 977。 
解 设 Xi(i 二 1,2,…,n) 是 装运 第 i 箱 的 重量 (千克 ),n 是 所 求 箱 数 。 由 条 件 可 以 把 


P(Y >15)=1— P(Y < 15) = 1— Ф )= o. 1587 


XoXo X, 看 作 独 立 同 分 布 的 随机 变量 , n 箱 的 总 重量 X = Six 是 独立 同 分 布 的 随 


机 变量 之 和 。 由 已 知 条 件 可 得 
Е(Х,) = 50, Р(Х) = 5°, E(X) = 50п, D(X,) = 25n 


根据 中 心 极限 定理 得 
п 近似 
X= У)Х, ~ N(50n,25n) 
i=l 
要 求 
00 一 50 
P(X < 5000) ~ 8 0.977 = Ф(2) 
оул 
由 此 可 见 
5000 — 50n ~ 3 
5уп 
解 得 
п < 98.0199 
故 最 多 可 装 98 箱 。 


9.5 教材 部 分 习题 解 题 参 考 


习题 9-1 


2. 在 射击 比赛 中 ,每 人 射击 4 次 ,规定 全 部 击 不 中 得 0 分 ; 只 击 中 1 发 得 10 分 ; 击 
中 2 发 得 20 分 ; 击 中 3 发 得 30 分 ; 全 部 击 中 得 50 分 。 若 某 射手 每 次 射击 的 命中 率 为 
0.7, 求 此 射手 得 分 的 数学 期 望 。 

解 ” 设 此 射手 击 中 的 次 数 为 X, 则 X 一 2(4,0.7), 故 X 的 概率 分 布 为 

РОХ = k) = С. 0. 7 (1—0. 7) = C -0.7 -0.3 (Е = 0,1,2,3,4) 
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v 
设 此 人 得 分 为 Y, 则 X Y 的 概率 分 布 如 下 : 
0 1 2 3 4 
4 0 10 20 30 50 


р 0.0081 0.0756 0.2646 0.4116 0.2401 


则 射手 得 分 的 数学 期 望 为 


Е(Ү) = 10 X 0. 0756 + 20 X0.2646 十 30X0.4116 十 50X0.2401 = 30. 401 
4. 设 某 车 间 生 产 的 圆 盘 直 径 服 从 (1,2) 上 的 均匀 分 布 , 试 求 圆 盘面 积 的 数学 期 望 。 


解 设 圆 盘 直 径 为 X, 则 X 的 概率 密度 函数 为 


1 020 
fix = | 
其 他 
圆锥 的 面积 为 了 一 瑟 ,所 以 面积 的 数学 期 望 为 
xX’ “ ла. а ar |? _ Ir 
ta e( 4 ) i вв | a = a h 


“5. 将 区 只 球 (1 一 妈 随 机 地 放 进 个 盒子 (1 一 刀 中 去 ,一 个 盒子 装 一 只 球 。 若 一 只 球 


装 和 人 与 球 同 号 的 盒子 中 , 称 为 一 个 配对 。 记 X 为 总 的 配对 数 , 求 E(X)。 
解 ” 设 随机 变量 


0 GEB i SREAP SATP) 
= ii 
f, ( 若 第 ;号 球 未 装 人 第 ; 号 盒子 中 ) 
则 总 的 配对 数 X 可 以 表示 成 
х=, ФХ, 
pki ВО == еф 
п п 
由 此 ЕХ =-- (@=1,2,+-›,п) 
故 Е(Х)=Е(Х,+Х,+-+-+Х„)=Е(Х+Е(Х,)+-+ЕЕ(Х„)=1 
习题 9-2 


1. 一 台 设 备 由 三 大 部 件 构成 ,在 设备 运转 过 程 中 各 部 件 需 要 调整 的 概率 相应 为 0. 1， 
0.2,0.3。 假 设 各 部 件 的 状态 相互 独立 ,以 X 表示 同时 需要 调整 的 部 件数 , 求 X 的 数学 期 


望 和 方差 。 
解 X 可 能 的 取 值 为 0,1,2,3。 
P(X=0)=0.9X0.8X0.7= 0. 504 


РХ = 1) = 0.1х0.8х0.7+0.9х0.2х0.7+0.9 х0. 8 х0. 3 = 0. 398 
Р(Х = 2) = 0.1х0.2х0.7+0.9х0.2 х 0.3 +0.1 х0. 8 х0. 3 = 0. 092 


134 ”大 学 数学 (线性 代数 与 概率 统计 ) 学 习 辅 导 
ЖР 


Р(Х = 3) = 0.1 х 0.2 х0. 3 = 0. 006 
则 有 
E(X) = 0 X 0. 504 + 1 X 0. 398 + 2 X 0. 092 +3 х0.006 = 0. 6 
E(X?) = 0 X 0. 504 + 1 X 0. 398 + 2? X 0. 092 + 3° X 0. 006 = 0. 82 
DCX) = E(X?) ЕХ) = 0.46 
3. 已 知 随机 变量 X 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 , 且 Е[(Х—1)›(Х—2)]=1.Ж à. 
解 由 X 服 从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 ,得 EC(X) 二 D(X)=4, 且 
ЕСХ?) = ООХ) ЕХ) =А+А 
ЕГОХ 1) 0Х—2) ]= ЕХ) -ЗЕ(Х) +2=1 


故 4#—2А+1=0, А=1 
5. 设 长 方形 的 长 X 服从 区 间 (0,2) 上 的 均匀 分 布 ,已 知 长 方形 的 周 长 为 20m。 求 长 
方形 面积 的 数学 期 望 和 方差 。 


解 ” 设 长 方形 的 面积 为 Y 一 X(10 一 X)。 
由 于 X~U(0,2),X 的 概率 密度 函数 为 


1. 0<2<2 
fix) = 
0 ”其 他 


А 
Ж EY) = ELX(10 一 X)] f aao zide (5 ые) 


2 
Е(Ү?) = ELX (10 X)’] [ао x)?dx 
А 


1448 _ 
15 一 96. 53 


2 
= | < 1002? — 202° 十 zt)dz = 
|, 


D(Y) = E(Y?) — E? (Y) = 21.42 
6. 国际 市 场 上 每 年 对 我 国 某 种 出 口 商品 的 需求 量 是 随机 变量 X( 单 位 : 吨 )，X 服从 
(2000,4000) 上 的 均匀 分 布 。 设 每 售 出 这 种 商品 1 吨 ,可 获得 外 汇 3 万 元 ; 但 若 销售 不 出 
而 园 积 于 仓库 , 则 每 1 吨 需 保养 费 1 万 元 。 问 : 需 组 织 多 少 货源 ,才能 使 平均 收益 达到 
最 大 ? 
解 ” 设 收益 为 Y( 万 元 ) ,需要 进货 m 吨 , 由 题 设 可 知 
ЗХ—(т—Х) (=<т) 


3m (x >m) 


| 


则 EY) -f ЕТЕ jä | Зе ар 
ш = a DODD ЕЈ. 2000 


= l 2 _ 5 
= T000 ”” 7000m +4 X 10°) 


要 使 平均 收益 达到 最 大 , 则 对 E(Y) 求 导 ,. 得 


НИНИН НЕ ра Е. 
Е(Ү) = 100002 7000) = 0 


=M 


FIE ”随机 变量 的 数字 特征 135 


-要 


解 得 т = 3500, >Ч т = 3500 时 ,E(Y) 达 到 最 大 值 8250, 因 此 进货 量 应 为 3500 吨 。 
习题 9-4 


1. 根据 以 往 的 经 验 , 某 种 电器 元 件 的 寿命 服从 均值 为 100 小 时 的 指数 分 布 。 现 随机 
取 16 只 , 设 它们 的 寿命 是 相互 独立 的 , 求 这 16 只 元 件 寿命 的 总 和 大 于 1920 小 时 的 概率 。 
解 ” 设 第 i 只 元 件 的 寿命 为 X;(i 二 1,2,…,16), 则 
E(Xi) = 100, D(Xi)=100 Gi=1,2,.,16) 
16 只 元 件 的 寿命 为 


16 近似 
X= JX, ~ №16 Хх 100,16 х 100°) 
i=l 


1920 — 16 X 100 
P(X > 1920) = 1— P(X < 1920) ~ 1 (г) 


V16 х 100° 
= 1 — Ф(0.8) = 0. 2119 


2. 一 加 法 器 同时 收 到 20 个 噪声 电压 Xi(G=1,2,…,20)。 设 它们 是 相互 独立 的 随机 
变量 , 且 都 服从 (0,10) 的 均匀 分 布 。 记 X = У) Х.Ж Р(Х > 105). 


ж кОңу—5› роху = 100 g= 15)-+у20) 


近 


Sip ЖА 100 
t= У ы N(20x5,20x 1) 
i=] 


100 
20 X 12 


РХ 2 105) = ЕСЕТЕЕ СЕ 


Il 


1— Ф(0. 387) = 0. 348 
总 习题 9 


1. 选择 题 。 
(1) 已 知 随机 变量 X 服从 二 项 分 布 且 E(X) 二 2.4,D(X) 二 1. 68, 则 二 项 分 布 的 参数 
п.р 的 值 为 ( ). 
А. п=4,р=0.6 В. п=8,р=0.3 С. п=7,р=0.3 D. п=5,р=0. 6 
(2) 已 知 随机 变量 X 服从 均匀 分 布 X~U(a,6),E(X) 二 8,D(X) 二 12, 则 参数 a,b 
的 值 为 ( Js 
А. a= Ba С. а=8,6=12 D а=12,6=8 
(3) # X~N( 一 3,1),Y 一 N(2,1),X,Y 相互 独立 , 则 DC2X 一 3Y) 一 ( 
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A. 5 B. 一 1 С. 13 D. 7 
2. 填空 题 。 
(1) 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
х | —Ё 0 2 
D: | 0.4 0.3 0.3 


则 E(X?) = 
(2) х ШАБЫ хаа. 3), Е(2Х)= И 
(3) 设 X 服从 泊 松 分 布 X~r(2), 则 ЕХ —2) = 


aay BR NO ID Nts Y 相互 独立 ,网 РІХ<0) = 5 
2Y~ А 
з. 计算 题 。 
(1) 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 P(X= ю=10= 2,4,6,… ,20),Ж EXAM D(X). 
0 2<0 
(2) 设 随 机 变量 X ARK Ех) = ать 0<х<т,„ 
1 wR 


DORR M a,b; ОЖ ЕСЖ D(X); Oit Y =sinX K E(Y)。 


ER 


1. ОВ (2) A (3) С 
2. (1) 2.8 (2) 4 03) 4 (4) 0.5.№02,37) 
3. (1) 11,33 


2 
(2) Фа Lo 0; ФЕС) = 9,000) 5; OEY) 


2 
л 
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数理 统计 


10.1 基本 要 求 


(1) 理解 总 体 ,个 体 、 简 单 随机 样本 和 统计 量 的 概念 ,掌握 正 态 总 体 的 样本 均值 样本 
方差 的 计算 ,了 解 x 分 布 .分 布 的 定义 及 性 质 ,会 查 表 计 算 各 分 布 的 分 位 数 。 

(2) 理解 点 估计 的 概念 ,掌握 矩 估 计 法 和 极 大 似 然 估计 法 ,了 解 估计 量 的 评选 标 
准 ( 无 偏 性 有 效 性 、 一 致 性 ) ,理解 区 间 估 计 的 概念 ,会 求 单 个 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 置 
信 区 间 。 

(3) 理解 显著 性 检验 的 基本 思想 ,掌握 假设 检验 的 基本 步骤 ,了 解 假 设 检验 可 能 产生 
的 两 类 错误 ,了 解 单个 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 假设 检验 。 


10.2 内 容 提要 


1. 总 体 .个 体 和 样本 


(1) 总 体 : 被 研究 的 对 象 的 某 项 数量 指标 X 取 值 的 全 体 。 
(2) 个 体 : 总 体 中 的 每 个 数量 称 为 个 体 。 
(3) 样本 : 从 总 体 中 随机 抽取 的 若干 个 体 。 


2. 简单 随机 样本 


设 总 体 为 X, 则 容量 为 的 样本 用 随机 变量 Xi,X:,…'X, 表示 。 若 Xi (i 二 1， 
2,…) 相 互 独立 且 与 总 体 X 同 分 布 , 则 称 Xi ,Xs ,…,X, 为 简单 随机 样本 (简称 样本 ) 。 


3. 统计 量 


1) 统计 量 的 定义 
设 Xi Xost X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 , 则 称 不 含 未知 参 数 的 样本 的 连续 函数 
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ШЕ 
E(X Xos XD HRE. 
2) 常用 统计 量 
а) 样本 均值 一 一 了 Xi， 
п iz 
观察 值 一 2 = 10). 
i=l 
є 1 З ху? 1 3 4 в 
(2) 样本 方差 一 一 S? TI < хў 9=1(022х "Х?); 
F Ё = Е 1 = Р 
观察 值 TI i х)? = nT’) 
(3) 样本 标准 差 一 -S 一 |=》 a; 
i=] 
观察 值 一 ,= D a-a. 
i=] 


а—1] 


(4) 样本 阶 原点 矩 —А, = Ух! = йүү 
i=l 


观察 值 а 一 二 了 a。 


(5) 样本 大 阶 中 心 矩 ——В, L5 Cx K(k = 1,2,--:); 


“=l 


观察 值 一 名 = 一 2 Gia 

4. 统计 推断 中 常用 的 分 布 

D X 分布 

(1) 定义 : 设 Xi ,Xs ,…,X 相 互 独立 ,都 服从 正 态 分 布 NC(0,1), 则 称 随机 变量 Х = 
XIHA HHX 所 服从 的 分 布 为 自由 度 为 的 分布, 记 作 多 ~ 。 

(2) ВЖ: EOC) =n. DO) =?n. 

(3) 上 a 分 位 点 : 对 于 给 定 的 正 数 a(0 二 a 二 1) , 称 满 足 条 件 РОХ > Ém) = 
[оюу = айй Х (л) H Х (л) 分 布 的 上 a 分 位 点 。 

| 2) t 分布 
D 定义 : B X~N O, DY ~Ë, H Х 5 Y REI, WEER = A 


E 
n 
的 分 布 为 自由 度 为 n Htt ME o~t), 

(2) 上 a 分 位 点 : 对 于 给 定 的 a(0 二 a 二 1) , 称 满足 条 件 p {>M ya г, (п) 
t(n) 分 布 的 上 a 分 位 点 。 
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(3) 性 质 : д. (п) = h(n). 
3) 下 分 布 
U 
设 U~X mn) VK (mz),U 与 V 相互 独立 , 则 称 随机 变量 F 一 全 服从 自 由 度 为 m 
na 
及 ns 的 下 分 布 , 记 作 Е ЕО sm). 
5. 正 态 总 体 的 常见 统计 量 的 分 布 
设 Xi Xose X, 为 来 自 正 态 总 体 N (yw0) 的 一 个 样本 , 久 ,S? 分 别 是 样本 均值 和 样 
本 方差 , 则 有 
а) 2= Хамо.) 
da S 


Gy T=- Brini) 
5/. 


= 2 
(3) у= "105 ар 


Hp en DRR H BEK п 1 的 1 分布 ,Xx (n 一 1) 表 示 自 由 度 为 n 一 1 ЙО 2 分 布 。 

6. 参数 估计 

1) 点 估计 

(1) 定义 

设 总 体 久 分 布 函数 为 F(z) 二 F(z,0), 其 中 0 为 未 知 参数 。 现 从 该 总 体 XX 抽取 容量 
为 的 样本 Xi,Xs ,…,X, ,依据 该 样本 构造 样本 的 一 个 统计 量 9 二 0(X, ,X,,…,X,) 来 估 
计 参 数 0, 则 称 统计 量 0 为 参数 0 的 点 估计 量 。 

(2) 矩 估 计 法 

设 总 体 X 的 分 布 中 含有 mm 个 未 知 参 数 0 0s 0n X MIEU pa sp，… spin Ck = 
ТЫЛУ КС ГЕ ТО Ус. Же = х= ,…,m) ,在 此 方程 组 中 解 


出 和 ,2 0， WÂ, 一 向 (AAA 多 一 六 (AAA 0, = б„(А‹, 
Azs Am) 称 为 ,0;,… ,0 的 矩 估 计量 。 

(3) 最 大 似 然 估计 法 

O 似 然 函数 : 设 总 体 X 是 离散 型 随机 变量 ,其 概率 分 布 为 POX = zi) = р(ї;.0) 
(人 G 一 1,2,…), 其 中 0 是 待 估 参 数 。 设 Xi ,Xs ,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 , 则 称 函数 
ГО) =f Cai, 71; 0) = ПЕ ; 0) 为 样本 的 似 然 函数 。 

设 总 体 X 是 连续 型 随机 变量 ， 其 概率 密度 为 F(z,0) ,其 中 0 是 待 估 参 数 。 设 Xi ， 


Xs。,…,X, 是 来 自 总 体 X 的 样本 , 则 称 函数 L(0) = РС za:zoi 0) = Пя DH 
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v 


样本 的 似 然 函 数 。 

© 最 大 似 然 估计 : 车 有 zy,…,z,) 能 使 L(0) 达 到 最 大 值 , 则 称 人 (zy,… ,zx,) 为 0 的 
最 大 似 然 合计 值 , 称 ÒX, ,…,X, ) 为 0 的 最 大 似 然 估计 量 。 

@ 估计 步骤 : 构造 似 然 函 数 工 (9), 取 对 数 得 InL (0); 对 0 求 导 得 对 数 似 然 方程 
ULO O, 解 方程 得 0 的 最 大 似 然 估计 量 。 

(4) 估计 量 的 评选 标准 

O 无 偏 性 : 0000, ,…,X,) 是 未 知 参数 0 的 估计 量 , 若 E(O) 一 0, 则 Ô 称 为 0 的 无 
偏 估计 量 。 

@ 有 效 性 : i Â, =Â, (X, se XD AI Ô, =Â: X, ,…,X,) 都 是 参数 0 的 无 偏 估计 量 ， 
жон D(0) 一 D(0.) М б, # б, Ж. 

2) 区 间 估 计 

(1) 置信 区 间 : 设 总 体 X 的 分 布 中 含有 未 知 参数 0, Xi ,X: ,…',X, 是 来 自 总 体 X 的 
一 个 样本 。 对 于 给 定 的 a(0 二 a 二 1) , 若 由 样本 Xi , X: ,…,X。 确定 的 两 个 统计 量 0 = 
OX ,Xs Xn) 050 (X1 X200 ,XX,) 满 足 РО0<0<0) = 1 —а, WERKE 00.0) 32 0 的 
置信 水 平 (置信 度 ) 为 1—a 的 置信 区 间 。0 和 7 分 别称 为 置信 下 限 和 置信 上 限 。 

(2) 常用 单个 正 态 总 体 均值 与 方差 的 置信 区 间 见 表 10-1。 


表 10-1 
待 估 参 数 | 其 他 参数 统计 量 及 其 分 布 置信 区 间 

= Хим, X-le n KHI 

" РЫ ЙЕ N(0,1) (х фка) 

г т=Х=#—с„—1›) (х Р рур пор) 

и Sia Ж Таш 
9-09 ODS DS: 

2 g т ж а: е ае 

7. 假设 检验 

1) 基本 思想 


为 了 对 总 体 分 布 中 的 未 知 参 数 做 出 推断 ,首先 对 其 提出 一 个 假设 Н. ЖЕТЕ Ho 为 
真 的 条 件 下 ,通过 选取 恰当 的 统计 量 来 构造 一 个 小 概率 事件 。 若 在 一 次 试验 中 ,小 概率 事 
件 发 生 了 ,就 完全 有 理由 拒绝 Н, 的 正确 性 ; 否则 没有 充分 理由 拒绝 Н, 的 正确 性 ,从 而 
接受 Ho. 

2) 假设 检验 的 两 类 错误 

(1) 在 假设 Но 实际 为 真 时 ,而 错误 地 拒绝 也, , 称 为 犯 了 第 一 类 错误 (以 真 为 假 )。 

(2) 当 H 实际 上 不 真 时 , 却 错 误 地 接受 了 Н , 称 为 犯 了 第 二 类 错误 (以 假 乱 真 ) 。 
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3) 假设 检验 的 步骤 

(1) 依据 实际 问题 的 要 求 ,提出 原 假设 Нь 与 备 择 假设 Н. 

(2) 选取 适当 的 统计 量 , 并 在 Н 为 真 的 条 件 下 确定 该 统计 量 的 分 布 。 

(3) 根据 问题 要 求 确定 显著 性 水 平 ,得 到 拒绝 域 。 

(4) 由 样本 值 计算 统计 量 的 观测 值 , 看 是 否 属于 拒绝 域 ,从 而 确定 接受 还 是 拒绝 Ho o 
4) 正 态 总 体 均 值 和 方差 的 假设 检验 

常用 总 体 参数 的 假设 经 验 表 见 表 10-2。 


表 10-2 
原 假设 Н, 备 择 假设 Н, 统计 量 及 其 分 布 拒 绝 域 
p= lr 已 知 ) | ив ZN |2 [25 
=pl ЖЯ) иш т-а |t| >21, (Cr 一 1) 
= Р = "09 оар Ж онаи 15 


10.3 ”学习 要 点 

本 章 的 重点 是 参数 估计 和 假设 检验 ,而 估计 方法 和 检验 方法 针对 不 同 的 情况 有 相应 
的 方法 和 公式 ,比较 容易 掌握 ,难点 在 于 对 参数 估计 和 假设 检验 思想 的 理解 ,学 习 时 对 这 
部 分 内 容 要 加 以 注意 。 


10.4 例题 增补 


例 10-1 设 总 体 X 具有 如 下 分 布 律 : 


х | 0 1 2 3 


0 201-0 0 1—20 


рь 


Жүй ‚,0(0<0<1/2)5ЖЖИ®Ж%. БХЙ T PERIE 3.1.3.0,3,1.2,3.Ж 0 HIE Aih IE 
和 最 大 似 然 估计 值 。 

分 析 ”本题 的 关键 在 于 利用 最 大 似 然 估 计 法 时 取 到 的 样本 值 所 对 应 的 概率 ,要 写 出 
正确 的 似 然 函数 。 

й (1) а =Е(Х)=0х0+1х2001—0) +2013 (1—20) =3—40 


以 一 阶 样本 矩 Ai =X 代替 上 式 中 的 一 阶 总 体 矩 ma ， 解 得 0= 163 X) , 故 0 WE 


计 值 为 6 本 (3 一 翅 )。 而 三 = 站 (3 十 1 十 3 十 0 十 3 十 1 十 2 十 3) 一 2, 故 0 的 矩 估 计 值 为 


61 
i= 
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v 


(2) 似 然 函数 为 


8 
10 = [[ Р(Х = т) = 46 (1—0)? (1 一 20) 
i=l 


取 对 数 得 lnL(O) 一 ln4 十 6ln0 十 2ln(1 一 0) 十 4ln(C1 一 20) 
从 而 得 到 对 数 似 然 方 程 为 


dlnL (0) 6 2 8 
40 € 2—0 1—@ 


0 


解 得 o= TEE деи т SO ,得 到 0 的 最 大 似 然 估计 值 为 


j- t- АЙВ 
12 


#110-2 i Х,.Х,.---.Х, 是 来 自 总 体 N (ps,o) 的 一 个 样本 , 试 选择 适当 的 常数 人 ， 
使 人 Xn 一 Xi)? жо (ЖИН. 
分 析 无 偏 性 一 般 用 定义 判断 即 可 。 注 意 对 此 题 中 公式 ЕСХ) = РОХ) +ЕСХ) К 


期 望 性 质 的 利用 。 
解 ”由 题 意 有 。 E(X;)=py,， D(X;)=0(i=1,2,"…,n—1) 


п—1 nl 
ERS Xa — XD 是 2 的 无 偏 估计 , 即 有 常数 [1[5э Xia -xo] ye 
i=l i=1 
成 立 。 
由 于 E(Xin— X’? D(Xin — Х,) HE? (Хы — X) D(Xm) +D(X:) 20 


n- 


ж=1 #—1 
[4 Bfe S ы xot | Ес xo] k’, 20° = 2k(n— 1)0° 
i=l i=] i=l 


Р i 
得 到 ету 


例 10-3 АРИУ и. TAH P> 的 总 体 中 分 别 抽取 容量 为 mm on 的 两 个 独立 样 
本 ,样本 均值 分 别 记 为 X,,X。。 
(1) 证 明 : 对 于 任意 满足 a 十 6 二 1 的 常数 a ЖЬ, Т=ах, HOX: 都 是 y 的 无 偏 估计 。 
(2) a 和 2 为 何 值 时 ,DC(T) 达 到 最 小 ? 
分 析 ”此 类 问题 实质 上 是 高 等 数学 中 的 最 值 问 题 ,注意 不 同 课程 之 间 的 联系 。 
(1) 证 明 : 设 总 体 为 X, 由 已 知 有 EX) =. рх) =, Р 
ЕСТ) = E(aX, +bX:) = aE(X)+oE(X,) 

=aE(X)+bE(X) = (a+b) = p 
ik Т=аХ, +X: 是 и 的 无 偏 估计 。 
证 毕 。 


2 2 
(2) # D(T)=D(aXi 十 bXs)=a*D(X1)+6 D(X,)=a’ 2-6 z 
1 2 


-pE y 


m n 
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9С) [22-200 1а 0, а= т 


da лу nz m+n? 
由 于 РСТ) 20 tm) о) gh a= DKA ENA 
da mnz m іп 


n т 


m т’ m +m 
例 10-4 从 一 批 钉子 中 随机 抽取 16 枚 , 测 得 其 长 度 (单位 : em) 如下。 
2 2:00 12013. 216 21 212 21s KID 
2715 12.10 AH 2r 018 ЖШ 4% Ai 
假设 钉子 的 长 度 X RAES N Co) ,在 下 列 两 种 情况 下 分 别 求 总 体 均 值 y 的 置信 
度 为 90% 的 置信 区 间 : 
(1) 已 知 o=0.01。 
(2) @Ж А 
分 析 求 均值 的 置信 区 间 时 ,首先 要 考察 方差 是 否 已 知 ,再 确定 所 需要 的 置信 
区 间 。 
解 1 一 a=0.9,a=0.1。 


(]) 已 知 o=0.01。 这 时 jy шзцики я[Х—-=ш,Х teue) gth п=16,х= 
2. 125,г„» = жо, = 1. 645, 代 入 上 式 可 得 jy 的 置信 区 间 为 


(2. 125 + Pleo )= (2. 125 + %01 x 1.645) (2. 121,2. 129) 


(2) o RA, «їтїк (аи). 


MET =2, 125,s 一 0.0173 ,xz 一 16,tus (2 一 1) 一 mo(15) 一 1.7531, 将 其 代 人 上 式 可 得 
4 的 置信 区 间 为 


0.0173 
2.125 += x 1.7531 |= (2. 117,2. 133) 
( Vi6 ) 


例 10-5 食品 厂 用 自动 灌 装 机 装 饶 头 食品 ,每 色 标 准 质量 为 500g, 每 隔 一 定时 间 需 
要 检验 机 器 的 工作 情况 。 现 抽取 ТО 钢 , 测 得 其 质量 (单位 : g) 如 下 。 
495 510 505 498 503 492 502 51 497 506 
假设 重量 X 服从 正 态 分 布 N Си.) ,试问 机 器 工作 是 否 正 常 (a 二 0.02)? 
解 ” 本 题 是 在 方差 未 知 的 条 件 下 检验 均值 y= 二 500 是 否 成 立 。 
提出 假设 Ho :p=p%=500, Н, изро 


知 拒绝 域 为 w- A [>ant D) 


ME п=10,1, (п 1) =, (9) =2. 82,7 =502,5=6. 5, p 二 500, 将 其 代入 上 式 计 
算得 


2 — po _ 502—500 
sa 6.5//10 


== 


22 0.97 
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=т= 
由 于 |:|=0.97 一 2.82, 落 在 接受 域 , 故 接受 Ho. TE a=0. 02 时 可 以 认为 自动 灌 装 机 工作 


正常 。 


10.5 教材 部 分 习题 解 题 参考 


习题 10-2 
1. 设 总 体 X 的 密度 函数 为 


2(a—z) 0<z<a 
f(x; а) = (a 
ү 其 他 
从 中 获得 样本 Xi ,X: ,…,X,, 求 参数 a 的 矩 估计 量 。 
解 m = E(X) [= 26а x)dx д («5 =) І З 
以 一 阶 样本 矩 Ai =X AR Е Й АЕ pei ,得 方程 
А = < 
3 
解 出 a, 得 到 a 的 矩 估计 量 为 
а = 3Х 
з. 设 总 体 X 的 概率 密度 函数 为 
1 = 
у) = get = > 0 
0 2<0 
其 中 ,0>0 是 未 知 参数 ,Xi Xose X, 为 X 的 一 个 样本 。 求 参数 0 的 矩 估 计量 和 最 大 似 


然 估 计量 。 
解 (1) 该 总 体 X 服 从 指数 分 布 , 故 有 yu = 二 ECX) 二 0, 因 此 0 的 矩 估 计量 为 6 二 XX。 
(2) 似 然 函数 为 


19 = усо ПЕ в" ое 
i=l i=l i=l 


InL(O) =— nin 1 >), 
i=l 


1.00) п. 1 
对 数 似 然 方程 为 十 т =0 
数 似 然 方 40 9 ЭЭБ 


miô = La . 则 0 的 最 大 似 然 估计 量 为 人 一斑。 
i=1 


5. 设 某 种 清漆 9 个 样品 的 干燥 时 间 ( 单 位 : h) 如 下 。 
бй 527 БЕ 605 1:0 6З 26 6.0 50 
并 设 干 燥 时 间 总 体 服从 正 态 分 布 N(y,o?)。 在 下 列 两 种 情况 下 求 и 的 置信 水 平 为 0. 95 


的 署 信 区 间 。 
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(1) 由 以 往 经 验 知 c 一 0. 6(h); 
(2) o 未 知 。 


解 (ое. и порс (х). 
п 


ЖЕЛ = 6,00). 6,n=9,a=0. 05, х,у: = го.о = 1. 96, 将 其 代入 上 式 可 得 jy 的 置信 区 
间 为 


0.6 


(e 3 zoos) = (6 +0.2 X 1.96) = (5. 608,6. 392) 


(2) o Ж.и омар (хао). 
n 


MET =6,s =0. 33,n=9,a=0. 05,» (n—1) = to. 025 (8) =2. 306, 将 其 代入 上 式 可 
09 y 的 置信 区 间 为 


(6+ 9 зов) (6 +0. 442) = (5. 558,6. 442) 


6. 已 知 某 公司 每 星期 投入 1 万 元 广告 费 使 所 属 每 个 零售 网 点 每 星期 销售 增加 的 糖 
果 数 量 服从 正 态 分 布 NCy,o*), 从 公司 所 属 众多 零售 网 点 中 随机 抽查 12 个 零售 网 点 , 它 
们 每 星期 销售 增加 的 糖果 平均 数量 为 418kg, 标 准 差 为 25kg。 求 每 个 零售 网 点 每 星期 销 
售 增加 的 糖果 平均 数量 w 的 置信 水 平 为 0.9 的 置信 区 间 。 


解 ож, 的 置信 区 间 为 | X 二 号 2 一 1 ]。 


MIET =418,s =25? ,n 二 12,a 二 0. 1,twz(n 一 1) 二 to.os (11) =1. 7959, Ж{ А ER 
可 得 p 的 置信 区 间 为 
25 
418 + —22_1. 7959 |= = 
( + ) (418 +12. 96) = (405. 04,430. 96) 
7. 某 饮 料 厂 用 自动 灌 装 机 装 饮料 ,规定 每 瓶 饮料 的 净 质 量 为 500g。 某 天 随机 抽取 了 
9 瓶 进行 检测 , 测 得 净 质 量 的 样本 均值 为 工 =499g ,样本 方差 半 王 16.032。 求 总 体 方差 史 
的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 。 
GDS m-s 
ы Арату чы) 
Ж п=9„5*=16. 03° ,Х2,(1—1) = (8) =17. 534,1, (1—1) = 5 (8) = 2. 180 
代 和 人 上 式 得 置信 区 间 为 


8516. 03° 8 х 16.03? 
17.534 ” 218 


| (117. 24,942, 98) 


习题 10-3 


1. 某 厂 生产 一 种 灯泡 ,其 寿命 服从 正 态 分 布 N(p,200)。 从 过 去 较 长 一 段 时 间 的 生 
产 情 况 来 看 ,灯泡 的 平均 寿命 为 1500h。 现 采用 新 工艺 后 ,在 所 生产 的 灯泡 中 抽取 25 只 ， 
测 得 平均 寿命 为 1675h。 间 采用 新 工艺 后 ,灯泡 寿命 是 否 有 显著 提高 (a 二 0.05)? 
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9 
Ш ”本题 是 在 已 知 到 二 200: 的 条 件 下 对 均值 y 二 1500(h) 的 检验 。 
提出 假设 五 :7p 一 Am 三 1500， Н, :pp 天 mm 

х— 
拒绝 域 为 w= Е >а) 


现在 п=25,„» = 2005 = 1. 96.2 = 1675,02 =200° ,pw 二 1500, 将 其 代入 上 式 计算 得 
2р _ 1675—1500 
o/ Уп 200/V25 

由 于 |z| =4. 37521. 96, 落 在 拒绝 域 , 故 拒绝 万 ,。 可 以 认为 采用 新 工艺 后 灯泡 寿命 
在 显著 性 水 平 0.05 下 有 显著 提高 。 

2. 某 县 对 初 一 年 级 语文 成 绩 进行 考核 ,从 中 随机 抽取 400 名 学 生 , 考 核 结果 平均 分 
为 67.6 分 。 根 据 历年 资料 知 标准 差 为 14. 4。 是 否 可 以 说 该 县 初 一 年 级 语文 平均 分 为 
65 分 (a 二 0.05)? 

Ж ЖЕЛЕ 0 = 14. 42 的 条 件 下 对 均值 二 65( 分 ) 的 检验 。 


4.375 


提出 假设 Нъ:и=ро=65, Н, рэр 
知 拒绝 域 为 w=| FA >з) 


ЖЇ{Е п = 400, zaz = оов = 1. 96,х =67. 6.02 =14. 4? ,pw 二 65, 将 其 代 人 上 式 计算 得 
_ _ 67.6— 65 
on 14. 4/4100 
由 于 |z|==3.61 二 1.96, 落 在 拒绝 域 , 故 拒绝 Н 。 可 以 认为 在 显著 性 水 平 0. 05 下 该 县 初 
一 年 级 语文 平均 分 不 是 65 分 。 
З. 根据 长 期 资料 分 析 知 某 种 钢筋 的 强度 服从 正 态 分 布 N(p, 叶 )。 今 随机 地 抽取 
6 根 进行 强度 试验 , 测 得 强度 (单位 : MPa) 如 下 。 
48.5 49,0 53.5 49.5 56.0 52.5 
问 能 否认 为 该 种 钢筋 的 平均 强度 为 52.0MPa(a 一 0.05)? 
解 ” 本 题 是 在 方差 未 知 的 条 件 下 检验 均值 52.0 是 否 成 立 。 


x 3.61 


提出 假设 Н,:р= ро 52.0. Н, : рро 
Хт 
知 拒绝 域 为 w=| а лаа] 


现在 п= 5,1,2 (п 1) =10 05 (4) =2. 7764,7 = 51. 5,5=2. 723, 二 3.25, 将 其 代 人 上 

式 计 算得 
т—ш _ 51.5—52.0 
t= Л 2.793746 Шаш 

HF |z| =0. 4498 一 2. 7764 , 落 在 接受 域 , 故 接受 Ho. {Еа=0.05 下 可 以 认为 该 种 钢 
筋 的 平均 强度 为 52.0MPa。 

5. 某 公司 用 自动 包装 机 包装 该 公司 的 产品 .规定 标准 含量 为 每 袋 净 含量 500g。 现 在 
随机 抽取 10 袋 , 测 得 各 袋 净 含量 (单位 : g) 如 下 。 

495 510 505 498 503 492 502 505 497 506 
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要 


设 每 袋 净 含 量 服 从 正 态 分 布 N(y,o) ,能 否认 为 每 袋 净 含量 的 标准 差 为 5g(a 二 0.05)? 
解 ” 该 题 是 对 方差 的 检验 。 
提出 假设 Hs: = =5:, Hi:o об 


拒绝 域 为 »-{“—2> 


= 0.070) 


Ten 2 
或 и [н ) 


0 


ME n=10, X (0—1) = 09) =19. 023,0, (п—1) = 055 (9) =2. 70,0=5°, 
观测 值 = 二 31. 5844, 将 其 代入 上 式 计 算得 


(п = 1)5° 9 х 31. 5844 
в 5? 


11. 37 


由 于 509) =2. 709< 


== 2 
арға. 37002; 09) = 19. 023, 所 以 接受 Hoo {ТЕ 
с 


著 性 水 平 "一 0. 05 下 认为 每 袋 净 含 量 的 标准 差 为 5g。 
总 习题 10 


1. 选择 题 。 
A) Ж Xi Xs X, EK A ZAE X ~N P ) 的 样本 ,ww 和 均 未 知 , 则 下 列 不 是 
统计 量 的 是 (  )。 


А. Уу В. Х = — 
i=l 
с. 9 = У! (х,и т, Уу 
== n im 


(2) 设 有 来 自 正 态 总 体 X 一 N(w,0.62) 容 量 为 36 的 样本 ,其 样本 均值 Х =4. ЖЯ 
参数 y 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 ( (ЕЯ 2,05 =1. 96, Zo.os =1. 65). 


А. (3. 804.4. 196) В. (3. 835,4. 165) 
С. (3. 167,4. 657) D. (3.058,4. 249) 
(3) 设 总 体 久 一 (3,2?) ,Xi X200 Xa 为 X 的 样本 , 则 下 列 式 子 正确 的 是 ( у” 
х—8% K8 
A. =~ N(0,1) B. ~N(0,1) 
2 2/п 
E Xå 
С. 220,1) D. ~N(0,1) 
4 2//п 


(4) 总 体 X, 尼 (X) 一 /为 待 检验 参数 ,如 果 在 显著 性 水 平 a = 0. 05 下 ,接受 
Ho :1 二 yw ,那么 在 显著 性 水 平 一 0.01 下 ,下列 结论 正确 的 是 (  )。 
А. 不 接受 也 不 拒绝 Н, В. 拒绝 Н, 
С. 接受 Н, D. 可 能 接受 也 可 能 拒绝 Ho 
(5) BAE XN) „и Ao 均 未 知 , 检 验 假设 Ho:0 = ,Hi :02 5605, 车 用 多 
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检验 法 进行 检验 , 则 在 显著 性 水 平 a 之 下 拒绝 域 是 ( Jo 
A. XX (п—1) 
В. XX (п DR KKK-s (0—1) 
С. < (n—1) 
D. Ki,n— DLX < (а 1) 
(6) 在 Н, 为 原 假设 ,Hi 为 备 择 假设 的 假设 检验 中 ,显著 性 水 平 为 a, 则 ( 3. 


А. РО Н, |Н, 成 立 ) 二 a В. P( 接 受 H, |Н, 成 立 ) 二 a 
С. P( 接 受 H, | Ho 成立) 二 a D. РО Н, |H, 成 立 )=a 
2. 填空 题 。 
(1) 设 Xi ,Xs,Xs 是 来 自 正 态 总 体 X~N (py,1) 的 样本 , 则 当 a= 时 ,二 


Lx, HEX, ах, 是 总 体 均值 x 的 无 偏 估计 。 
1 


D BX Xa X ЖАЛЕ Мо ЕЖ А ХХ, РХ, 
й=-рХ+-рХ, ,是 总 体 w 的 无 偏 估计 量 , 则 这 两 个 估计 量 中 较为 有 效 的 是 
(3) 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 即 X 一 Noz) ,已 知 。 检 验 Но иа 4 Н, HE 
时 所 用 统计 量 为 .该 统计 量 服从 分 布 。 
(4) 设 总 体 X 服从 正 态 分 布 即 X~N(C4,o) ,检验 Но :02 =02. 4 Но 为 真 时 所 用 统 
计量 为 ,该 统计 量 服从 分 布 。 
(5) 在 显著 性 检验 中 , 若 要 使 犯 两 类 错误 的 概率 同时 变 小 , 则 只 有 增加 
(0+1)x 0<2<1 
3. 让 总体 X биж нн =Í кь “关中 > 一 1 是 未 知 参 
0 
数 ,Xi ,Xs，,…,X, 为 X 的 一 个 样本 。 求 参数 0 的 矩 估计 量 和 最 大 似 然 估计 量 。 
Six 0<z<1 
7" ГЫ т ,其 中 ,0>0 RA, Xis Xas 
0 Б 


X, 为 来 自 总 体 的 一 个 样本 。 求 参数 0 的 矩 估 计量 和 最 大 似 然 估 计量 。 

5. 设 某 产 品 的 性 能 指标 ХМС). ЗЕН 20 个 产品 进行 检测 ,检测 后 经 计 
算得 到 这 些 产 品 的 性 能 指标 均值 工 =5. 21,52 = 0. 049。 求 X 的 方差 ce: 的 置信 水 平 为 
0. 95 的 置信 区 间 。 

6. 一 自动 车 床 加 工 零件 的 长 度 服从 正 态 分 布 Niu). ERIE W THEN, mT EE 
长 度 均值 为 10.5。 经 过 一 段 时 间 的 生产 后 ,要 检验 一 下 这 一 车 床 是 否 工作 正常 。 为 此 随 
机 抽取 该 车 床 加 工 的 31 个 零件 ,算得 均值 为 11. 08 ,标准 差 为 0. 516 , 设 加 工 零 件 长 度 的 
方差 不 变 , 问 是 否 可 以 认为 此 车 床 工作 正常 (一 0.05)? 

т. 设 用 过 去 的 铸造 方法 ,零件 强度 服从 正 态 分 布 ,其 标准 差 为 1. 6kg/mm?*。 为 了 降 
低 成 本 ,改变 了 铸造 方法 , 测 得 用 新 方法 铸 出 的 零件 强度 如 下 。 

oLa 5300: 50.77 SLI S32 SA2 S: SLL 54.1 
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V 
问 改变 方法 后 零件 强度 的 方差 是 否 发 生 了 显著 变化 (a 二 0.05)? 
答案 
1. (1) 0 (2) А (3) р (4) С (5) В (6) С 
Еа ж Х—=% Ca э. _ = ке 
2. (DD DA (3) ahia ,N(0,1) D~ X (2 一 1) (5) 样本 容量 
ТЕЗ a 2X 一 1 二、 a n 
3. Н 0 = о AK MRTE 0 = 一 1 
Ух, 
4 短信 计量 = [^у) "最 大 似 然 信 计 量 一 一 一 
(Zinx,) 


i=l 


5. (0. 167,0. 3216) 
6. 检验 结果 不 能 认为 车 床 工作 正常 
7. 没有 显著 变化 
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